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2005 年数学一试题分析、详解和评注 
一、填空题（本题共 6 小题，每小题 4 分，满分 24 分. 把答案填在题中横线上） 

（1）曲线
12

2

+
=

x
xy  的斜渐近线方程为  .

4
1

2
1

−= xy  

【分析】  本题属基本题型，直接用斜渐近线方程公式进行计算即可. 

【详解】  因为 a=
2
1

2
lim)(lim 2

2

=
+

=
∞→∞→ xx

x
x
xf

xx
， 

          [ ]
4
1

)12(2
lim)(lim −=

+
−

=−=
∞→∞→ x

xaxxfb
xx

， 

于是所求斜渐近线方程为 .
4
1

2
1

−= xy  

【评注】 如何求垂直渐近线、水平渐近线和斜渐近线，是基本要求，应熟练掌握。这

里应注意两点：1）当存在水平渐近线时，不需要再求斜渐近线；2）若当 ∞→x 时，极限

x
xfa

x

)(lim
∞→

= 不存在，则应进一步讨论 +∞→x 或 −∞→x 的情形，即在右或左侧是否存

在斜渐近线。 
完全类似例题见《数学复习指南》（理工类）P.192【例 7.32】 

（2）  微分方程 满足xxyyx ln2 =+′
9
1)1( −=y 的解为 .

9
1ln

3
1 xxxy −= . 

【分析】直接套用一阶线性微分方程 )()( xQyxPy =+′ 的通解公式： 

        ， ∫ +∫∫=
−

])([
)()(

CdxexQey
dxxPdxxP

再由初始条件确定任意常数即可. 
【详解】 原方程等价为 

xy
x

y ln2
=+′ ， 

于是通解为  ∫∫ +⋅=+∫⋅∫=
−

]ln[1]ln[ 2
2

22

Cxdxx
x

Cdxexey
dx

x
dx

x  

= 2

1
9
1ln

3
1

x
Cxxx +− ， 

由
9
1)1( −=y 得 C=0，故所求解为 .

9
1ln

3
1 xxxy −=  

【评注】 本题虽属基本题型，但在用相关公式时应注意先化为标准型. 另外，本题也

可如下求解：原方程可化为 

       ，即  ，两边积分得 xxxyyx ln2 22 =+′ xxyx ln][ 22 =′
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       Cxxxxdxxyx +−== ∫ 3322

9
1ln

3
1ln ， 

再代入初始条件即可得所求解为 .
9
1ln

3
1 xxxy −=  

完全类似公式见《数学复习指南》（理工类）P.154 
 

（ 3 ） 设 函 数
18126

1),,(
222 zyxzyxu +++= ， 单 位 向 量 }1,1,1{

3
1

=nr ， 则

)3,2,1(n
u
∂
∂

=
3
3

. 

【分析】 函数 u(x,y,z)沿单位向量 γβα cos,cos,{cos=nr }的方向导数为： 

             γβα coscoscos
z
u

y
u

x
u

n
u

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

 

因此，本题直接用上述公式即可. 

【详解】  因为 
3
x

x
u
=

∂
∂

，
6
y

y
u
=

∂
∂

，
9
z

z
u
=

∂
∂

，于是所求方向导数为 

   
)3,2,1(n

u
∂
∂

= .
3
3

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

=⋅+⋅+⋅  

【评注】 本题若 = 非单位向量，则应先将其单位化，从而得方向余弦为： nr },,{ lnm

,cos
222 lnm

m
++

=α ,cos
222 lnm

n
++

=β
222

cos
lnm

l
++

=α . 

完全类似例题见《数学复习指南》（理工类）P.330【例 12.30】 
 

（4）设 是由锥面Ω 22 yxz += 与半球面 222 yxRz −−= 围成的空间区域，Σ是

的整个边界的外侧，则Ω ∫∫
Σ

=++ zdxdyydzdxxdydz 3)
2
21(2 R−π . 

【分析】本题Σ是封闭曲面且取外侧，自然想到用高斯公式转化为三重积分，再用球

面（或柱面）坐标进行计算即可. 

【详解】   ∫∫
Σ

=++ zdxdyydzdxxdydz ∫∫∫
Ω

dxdydz3

           = .)
2
21(2sin3 32

00
4

0

2 Rddd
R

∫∫ ∫ −=
π

π

πθϕϕρρ  
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【评注】 本题属基本题型，不论是用球面坐标还是用柱面坐标进行计算，均应特别注

意计算的准确性，主要考查基本的计算能力. 
完全类似例题见《数学复习指南》（理工类）P.325【例 12.22】 

 

（5）设 321 ,, ααα 均为 3 维列向量，记矩阵 

    ),,( 321 ααα=A ， )93,42,( 321321321 ααααααααα ++++++=B ， 

     如果 1=A ，那么 =B   2  . 

【分析】 将 B 写成用 A 右乘另一矩阵的形式，再用方阵相乘的行列式性质进行计算即

可. 
【详解】  由题设，有 

          )93,42,( 321321321 ααααααααα ++++++=B  

            = ， 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

941
321
111

),,( 321 ααα

于是有    .221
941
321
111

=×=⋅= AB  

【评注】 本题相当于矩阵 B 的列向量组可由矩阵 A 的列向量组线性表示，关键是将其

转化为用矩阵乘积形式表示。一般地，若 

      nnaaa αααβ 12121111 +++= L ， 

nnaaa αααβ 22221212 +++= L ， 

    LLLL

nmnmmm aaa αααβ +++= L2211 ， 

则有      [ ]  [ ] .,,,

21

22212

12111

2121

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

mnnn

m

m

nm

aaa

aaa
aaa

L

MMMM

L

L

LL αααβββ

完全类似例题见《数学复习指南》（理工类）P.356【例 1.5】 
 

（6）从数 1,2,3,4 中任取一个数，记为 X, 再从 中任取一个数，记为 Y, 则 X,,2,1 L

}2{ =YP =   
48
13

  . 
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【分析】 本题涉及到两次随机试验，想到用全概率公式, 且第一次试验的各种两两互

不相容的结果即为完备事件组或样本空间的划分. 

【详解】  =}2{ =YP }12{}1{ === XYPXP + }22{}2{ === XYPXP  

                    + }32{}3{ === XYPXP + }42{}4{ === XYPXP  

                   = .
48
13)

4
1

3
1

2
10(

4
1

=+++×  

【评注】 全概率公式综合考查了加法公式、乘法公式和条件概率，这类题型一直都是

考查的重点. 
完全类似例题见《数学复习指南》（理工类）P.492【例 1.32】 

 
二、选择题（本题共 8 小题，每小题 4 分，满分 32 分. 每小题给出的四个选项中，只有一

项符合题目要求，把所选项前的字母填在题后的括号内） 

（7）设函数 n n

n
xxf 31lim)( +=

∞→
，则 f(x)在 ),( +∞−∞ 内 

(A)  处处可导.                (B)  恰有一个不可导点. 
(C)  恰有两个不可导点.        (D)  至少有三个不可导点.           [   C   ] 

【分析】 先求出 f(x)的表达式，再讨论其可导情形. 

【详解】  当 1<x 时， 11lim)( 3 =+=
∞→

n n

n
xxf ； 

          当 1=x 时， 111lim)( =+=
∞→

n

n
xf ； 

当 1>x 时， .)11(lim)( 3
1

3

3 x
x

xxf n
nn

=+=
∞→

 

即    可见 f(x)仅在 x=

.1
,11

,1

,
,1

,
)(

3

3

>
≤≤−

−<

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−
=

x
x

x

x

x
xf 1± 时不可导，故应选(C). 

【评注】 本题综合考查了数列极限和导数概念两个知识点. 
完全类似例题见《数学复习指南》（理工类）P.56【例 2.20】 

 
（8）设 F(x)是连续函数 f(x)的一个原函数， "" NM ⇔ 表示“M 的充分必要条件是 N”，

则必有 
(A) F(x)是偶函数 f(x)是奇函数.     ⇔

    （B） F(x)是奇函数 f(x)是偶函数. ⇔
(C)  F(x)是周期函数⇔ f(x)是周期函数.  

 (D)  F(x)是单调函数 f(x)是单调函数.                             [   A  ]                   ⇔
【分析】 本题可直接推证，但最简便的方法还是通过反例用排除法找到答案. 

【详解】  方法一：任一原函数可表示为 ，且  ∫ +=
x

CdttfxF
0

)()( ).()( xfxF =′

当 F(x)为偶函数时，有 ，于是)()( xFxF =− )()1()( xFxF ′=−⋅−′ ，即 ，)()( xfxf =−−
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也即 ，可见 f(x)为奇函数；反过来，若 f(x)为奇函数，则 为偶函

数，从而 为偶函数，可见(A)为正确选项. 

)()( xfxf −=− ∫
x

dttf
0

)(

∫ +=
x

CdttfxF
0

)()(

    方法二：令 f(x)=1, 则取 F(x)=x+1, 排除(B)、(C);  令 f(x)=x, 则取 F(x)= 2

2
1 x , 排除(D); 

故应选(A). 
【评注】 函数 f(x)与其原函数 F(x)的奇偶性、周期性和单调性已多次考查过. 请读者思

考 f(x)与其原函数 F(x)的有界性之间有何关系？ 
完全类似例题见《数学复习指南》（理工类）P.10【例 1.5~1.7】 

 

（9）设函数 , 其中函数∫
+

−
+−++=

yx

yx
dttyxyxyxu )()()(),( ψϕϕ ϕ 具有二阶导数，

ψ  具有一阶导数，则必有 

 (A)  2

2

2

2

y
u

x
u

∂
∂

−=
∂
∂

.  （B） 2

2

2

2

y
u

x
u

∂
∂

=
∂
∂

. 

(C)  2

22

y
u

yx
u

∂
∂

=
∂∂

∂
.     (D)  2

22

x
u

yx
u

∂
∂

=
∂∂

∂
.                    [  B  ] 

【分析】  先分别求出 2

2

x
u

∂
∂

、 2

2

y
u

∂
∂

、
yx

u
∂∂

∂ 2

，再比较答案即可. 

【详解】  因为 )()()()( yxyxyxyx
x
u

−−++−′++′=
∂
∂ ψψϕϕ ， 

              )()()()( yxyxyxyx
y
u

−+++−′−+′=
∂
∂ ψψϕϕ ， 

于是      )()()()(2

2

yxyxyxyx
x
u

−′−+′+−′′++′′=
∂
∂ ψψϕϕ ， 

          )()()()(
2

yxyxyxyx
yx

u
−′++′+−′′−+′′=

∂∂
∂ ψψϕϕ ， 

          )()()()(2

2

yxyxyxyx
y
u

−′−+′+−′′++′′=
∂
∂ ψψϕϕ ， 

可见有 2

2

2

2

y
u

x
u

∂
∂

=
∂
∂

，应选(B). 

【评注】 本题综合考查了复合函数求偏导和隐函数求偏导以及高阶偏导的计算。作为

做题技巧，也可取 ，则 ，容易验算只有1)(,)( 2 == ttt ψϕ yyxyxu 222),( 22 ++=
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2

2

2

2

y
u

x
u

∂
∂

=
∂
∂

成立，同样可找到正确选项(B). 

完全类似例题见《数学复习指南》（理工类）P.267【例 10.16】及习题十（第 11 题） 
 

（10）设有三元方程 ，根据隐函数存在定理，存在点(0,1,1)的一个

邻域，在此邻域内该方程 

1ln =+− xzeyzxy

     
(A) 只能确定一个具有连续偏导数的隐函数 z=z(x,y).   
(B) 可确定两个具有连续偏导数的隐函数 x=x(y,z)和 z=z(x,y).  
(C) 可确定两个具有连续偏导数的隐函数 y=y(x,z)和 z=z(x,y).  
(D) 可确定两个具有连续偏导数的隐函数 x=x(y,z)和 y=y(x,z).           [  D  ] 

【分析】 本题考查隐函数存在定理，只需令 F(x,y,z)= , 分别求出

三个偏导数 ，再考虑在点(0,1,1)处哪个偏导数不为 0，则可确定相应的隐函数. 

1ln −+− xzeyzxy

yxz FFF ,,

【详解】 令 F(x,y,z)= , 则 1ln −+− xzeyzxy

         ， zeyF xz
x +=′

y
zxFy −=′ ， ， xeyF xz

z +−=′ ln

且  ， ，2)1,1,0( =′xF 1)1,1,0( −=′yF 0)1,1,0( =′zF . 由此可确定相应的隐函数 x=x(y,z)和

y=y(x,z). 故应选(D). 
【评注】隐函数存在定理是首次直接考查，有部分考生感到较生疏. 实际上本题也可从

隐函数求偏导公式着手分析：若偏导表达式有意义，相应偏导数也就存在. 
定理公式见《数学复习指南》（理工类）P.270 

 

（11）设 21 ,λλ 是矩阵 A 的两个不同的特征值，对应的特征向量分别为 21 ,αα ，则 1α ，

)( 21 αα +A 线性无关的充分必要条件是 

(A)  01 ≠λ .     (B)  02 ≠λ .  (C) 01 =λ .   (D) 02 =λ .          [  B  ] 

【分析】 讨论一组抽象向量的线性无关性，可用定义或转化为求其秩即可. 

【详解】 方法一：令   0)( 21211 =++ ααα Akk ，则 

     022211211 =++ αλαλα kkk ，   0)( 2221121 =++ αλαλ kkk . 

由于 21 ,αα 线性无关，于是有 

          
⎩
⎨
⎧

=
=+
.0

,0

22

121

λ
λ

k
kk
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     当 02 ≠λ 时，显然有 0,0 21 == kk ，此时 1α ， )( 21 αα +A 线性无关；反过来，

若 1α ， )( 21 αα +A 线性无关，则必然有 02 ≠λ (,否则， 1α 与 )( 21 αα +A = 11αλ 线性相关)，

故应选(B). 

方法二： 由于  ， ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=+=+

2

1
2122111211 0

1
],[],[)](,[

λ
λ

αααλαλαααα A

可见 1α ， )( 21 αα +A 线性无关的充要条件是 .0
0
1

2
2

1 ≠= λ
λ
λ

故应选(B). 

【评注】 本题综合考查了特征值、特征向量和线性相关与线性无关的概念. 
完全类似例题见《数学复习指南》（理工类）P.407【例 3.17】 

 

（12）设 A 为 n（ ）阶可逆矩阵，交换 A 的第 1 行与第 2 行得矩阵 B, 分

别为 A,B 的伴随矩阵，则 

2≥n ** , BA

(A) 交换 的第 1 列与第 2 列得
*A *B .     (B) 交换 的第 1 行与第 2 行得

*A *B .  

(C)  交换 的第 1 列与第 2 列得
*A *B− .   (D) 交换 的第 1 行与第 2 行得

*A *B− .                

                                                                [   C   ] 
【分析】 本题考查初等变换的概念与初等矩阵的性质，只需利用初等变换与初等矩阵

的关系以及伴随矩阵的性质进行分析即可. 

【详解】 由题设，存在初等矩阵 （交换 n 阶单位矩阵的第 1 行与第 2 行所得），使

得   ，于是  

12E

BAE =12 12
*1

1212
*

12
***

12
* )( EAEEAEAAEB −=⋅=== −

，即 

 ,可见应选(C). *
12

* BEA −=

【评注】 注意伴随矩阵的运算性质： 

EAAAAA == **
，当 A 可逆时， ,1* −= AAA  

***)( ABAB = . 

完全类似例题及性质见《数学复习指南》（理工类）P.381【例 2.14，例 2.29】 
 
（13）设二维随机变量(X,Y) 的概率分布为 
         X   Y     0        1 
          0        0.4       a 
          1        b        0.1 

已知随机事件 与 相互独立，则 }0{ =X }1{ =+YX

(A)   a=0.2, b=0.3      (B)   a=0.4, b=0.1 
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(C)  a=0.3, b=0.2       (D)   a=0.1, b=0.4                        [   B   ] 
【分析】 首先所有概率求和为 1，可得 a+b=0.5, 其次，利用事件的独立性又可得一等

式，由此可确定 a,b 的取值. 
【详解】 由题设，知    a+b=0.5 

又事件 与 相互独立，于是有 }0{ =X }1{ =+YX

       }1{}0{}1,0{ =+===+= YXPXPYXXP ， 

即    a= ,   由此可解得  a=0.4, b=0.1, 故应选(B). ))(4.0( baa ++

【评注】 本题考查二维随机变量分布律的性质和独立随机事件的概念，均为大纲要求

的基本内容. 
完全类似例题见《数学复习指南》（理工类）P.528【习题二，1.（9）】 

 

（14）设 为来自总体 N(0,1)的简单随机样本，)2(,,, 21 ≥nXXX nL X 为样本均值，

为样本方差，则 

2S

(A)   )1,0(~ NXn         (B)    ).(~ 22 nnS χ

(C)   )1(~)1(
−

− nt
S

Xn
     (D)   ).1,1(~)1(

2

2

2
1 −

−

∑
=

nF
X

Xn
n

i
i

        [   D   ] 

【分析】 利用正态总体抽样分布的性质和 分布、t 分布及 F 分布的定义进行讨论即

可. 

2χ

【详解】 由正态总体抽样分布的性质知， )1,0(~
1

0 NXn

n

X
=

−
，可排除(A);  

又 )1(~0
−=

− nt
S

Xn

n
S
X

，可排除(C); 而 )1(~)1(
1

)1( 22
2

2

−−=
− nSnSn χ ，不能

断定(B)是正确选项.  

因为 ，且 相互独

立，于是

∑
=

−
n

i
i nXX

2

2222
1 )1(~),1(~ χχ ∑

=

−
n

i
i nXX

2

2222
1 )1(~)1(~ χχ 与

).1,1(~
)1(

1

1

2

2

2
1

2

2

2
1

−
−

=

−
∑∑
==

nF
X

Xn

n

X

X

n

i
i

n

i
i

 故应选(D). 

【 评 注 】  正 态 总 体 的 三 个 抽 样 分 布 ：),(~ 2σμNX )1,0(~ N

n

X
σ

μ−
、
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)1(~ −
− nt

n
S
X μ

、 )1(~)1( 2
2

2

−
− nSn χ
σ

是常考知识点，应当牢记. 

完全类似例题见《数学复习指南》（理工类）P.575【习题五，2.(3)】 
 
三 、解答题（本题共 9 小题，满分 94 分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤.） 
（15）（本题满分 11 分） 

设 }0,0,2),{( 22 ≥≥≤+= yxyxyxD ， 表示不超过 的最

大整数. 计算二重积分  

]1[ 22 yx ++ 221 yx ++

∫∫ ++
D

dxdyyxxy .]1[ 22

    【分析】 首先应设法去掉取整函数符号，为此将积分区域分为两部分即可. 

【详解】  令  }0,0,10),{( 22
1 ≥≥<+≤= yxyxyxD ， 

              }0,0,21),{( 22
2 ≥≥≤+≤= yxyxyxD . 

则  ∫∫ =  ++
D

dxdyyxxy ]1[ 22 ∫∫ ∫∫+ 2
D D

xydxdyxydxdy
1 2

                 drrddrrd ∫ ∫∫∫ += 2
0

2

1

31

0

32
0

cossin2cossin
ππ

θθθθθθ  

                 = .
8
7

4
3

8
1

=+  

【评注】 对于二重积分（或三重积分）的计算问题，当被积函数为分段函数时应利用

积分的可加性分区域积分. 而实际考题中，被积函数经常为隐含的分段函数，如取绝对值函

数 ),( yxf 、取极值函数 以及取整函数 等等. )},(,,(max{ yxgyxf ],([ yxf

完全类似例题见《数学复习指南》（理工类）P.295【例 11.18~19】 
 

（16）（本题满分 12 分） 

求幂级数∑
∞

=

−

−
+−

1

21 )
)12(

11()1(
n

nn x
nn

的收敛区间与和函数 f(x). 

    【分析】 先求收敛半径，进而可确定收敛区间. 而和函数可利用逐项求导得到. 

【详解】  因为
( 1)(2 1) 1 (2 1)lim 1

( 1)(2 1) (2 1) 1n

n n n n
n n n n→∞

+ + + −
=

+ + − +
� ，所以当 时，原级数绝

对收敛，当 时，原级数发散，因此原级数的收敛半径为 1，收敛区间为（－1,1） 

2 1x <

2 1x >

记  

1
2

1

( 1)( ) , ( 1,1)
2 (2 1)

n
n

n
S x x x

n n

−∞

=

−
= ∈

−∑ ，−  

则  

1
2 1

1

( 1)( ) , ( 1,1)
2 1

n
n

n
S x x x

n

−∞
−

=

−′ = ∈
−∑ ，−  
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1 2 2
2

1

1( ) ( 1) , ( 1,1)
1

n n

n
S x x x

x

∞
− −

=

′′ = − = ∈ −
+∑ . 

由于  (0) 0, (0) 0,S S ′= =  

所以  20 0

1( ) ( ) arctan ,
1

x x
S x S t dt dt x

t
′ ′′= = =

+∫ ∫  

2

0 0

1( ) ( ) arctan arctan ln(1 ).
2

x x
S x S t dt tdt x x x′= = = − +∫ ∫  

又    

2
1 2

2
1
( 1) , ( 1,1),

1
n n

n

xx x
x

∞
−

=

− = ∈ −
+∑  

从而  
2

2( ) 2 ( )
1

xf x S x
x

= +
+

 

2
2

22 arctan ln(1 ) , ( 1,1).
1

xx x x x
x

= − + + ∈
+

−  

 
【评注】 本题求收敛区间是基本题型，应注意收敛区间一般只开区间. 而幂级数求和

尽量将其转化为形如∑
∞

=1n

n

n
x

或∑ 幂级数，再通过逐项求导或逐项积分求出其和函数. 
∞

=

−

1

1

n

nnx

完全类似例题见《数学复习指南》（理工类）P.225【例 8.26】 
 
（17）（本题满分 11 分） 

    如图，曲线 C 的方程为 y=f(x)，点(3,2)是它的一个拐点，直线 与 分别是曲线 C 在

点(0,0)与(3,2)处的切线，其交点为(2,4). 设函数 f(x)具有三阶连续导数，计算定积分

 

1l 2l

∫ ′′′+
3

0

2 .)()( dxxfxx

【分析】 题设图形相当于已知 f(x)在 x=0 的函数值与导数值，在 x=3 处的函数值及一

阶、二阶导数值. 

【详解】 由题设图形知，f(0)=0, 2)0( =′f ; f(3)=2, .0)3(,2)3( =′′−=′ ff  

由分部积分，知 

∫∫∫ +′′−′′+=′′+=′′′+
3

0

3

0

3

0

223

0

2 )12)(()()()()()()( dxxxfxfxxxfdxxdxxfxx  

 

                 = dxxfxfxxfdx ∫∫ ′+′+−=′+−
3

0

3

0

3

0
)(2)()12()()12(  

                 = .20)]0()3([216 =−+ ff  

【评注】 本题 f(x) 在两个端点的函数值及导数值通过几何图形给出，题型比较新颖，

 10

【免费考研网制作PDF版本FreeKaoyan.Com】

免费考研论坛Http://BBS.FreeKaoYan.Com 第 10／16页



FR
EEKAOYAN

综合考查了导数的几何意义和定积分的计算. 另外，值得注意的是，当被积函数含有抽象函

数的导数时，一般优先考虑用分部积分. 
完全类似例题见《数学复习指南》（理工类）P.118【例 4.36,4.30】 

 
（18）（本题满分 12 分） 
已知函数 f(x)在[0，1]上连续，在(0,1)内可导，且 f(0)=0,f(1)=1. 证明： 

（I）存在 ),1,0(∈ξ  使得 ξξ −= 1)(f ； 

（II）存在两个不同的点 )1,0(, ∈ζη ，使得 .1)()( =′′ ζη ff  

【分析】 第一部分显然用闭区间上连续函数的介值定理；第二部分为双介值问题，可

考虑用拉格朗日中值定理，但应注意利用第一部分已得结论. 

【详解】 （I） 令 xxfxF +−= 1)()( ，则 F(x)在[0，1]上连续，且 F(0)=-1<0, F(1)=1>0,

于是由介值定理知，存在存在 ),1,0(∈ξ  使得 0)( =ξF ，即 ξξ −= 1)(f . 

（II） 在 ],0[ ξ 和 ]1,[ξ 上对 f(x)分别应用拉格朗日中值定理，知存在两个不同的点

)1,(),,0( ξζξη ∈∈ ，使得
0

)0()()(
−
−

=′
ξ
ξη fff ，

ξ
ξζ

−
−

=′
1

)()1()( fff  

于是   .1
1

1
1

)(1)()()( =
−

⋅
−

=
−

−
⋅=′′

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξ

ξ
ξζη ffff  

【评注】 中值定理的证明问题是历年出题频率最高的部分，而将中值定理与介值定理

或积分中值定理结合起来命题又是最常见的命题形式. 
完全类似例题见《数学复习指南》（理工类）P.128【例 5.4】,P.151【例 5.25】 

 
（19）（本题满分 12 分） 

设函数 )( yϕ 具有连续导数，在围绕原点的任意分段光滑简单闭曲线 L 上，曲线积分

∫ +
+

L yx
xydydxy
422

2)(ϕ
的值恒为同一常数. 

（I）证明：对右半平面x>0内的任意分段光滑简单闭曲线C，有 0
2

2)(
42 =

+
+

∫C yx
xydydxyϕ

； 

（II）求函数 )( yϕ 的表达式. 

【分析】 证明（I）的关键是如何将封闭曲线 C 与围绕原点的任意分段光滑简单闭曲

线相联系，这可利用曲线积分的可加性将 C 进行分解讨论；而（II）中求 )( yϕ 的表达式，

显然应用积分与路径无关即可.                                   
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【详解】 （I） 

                                                                  1l

                                                       l2                                     
C 

                                                     o                X 
                                                l3

Y 

如图，将 C 分解为： ，另作一条曲线 围绕原点且与 C 相接，则 21 llC += 3l

   =
+
+

∫C yx
xydydxy
422

2)(ϕ
−

+
+

∫ + 31
422

2)(
ll yx

xydydxyϕ 0
2

2)(
32

42 =
+
+

∫ +ll yx
xydydxyϕ

. 

（II） 设 2 4 2 4

( ) 2,
2 2

y xyP Q
x y x y
ϕ

= =
+ +

,P Q， 在单连通区域 内具有一阶连续偏导数，

由（Ⅰ）知，曲线积分

0x >

2 4

( ) 2
2L

y dx xydy
x y

ϕ +
+∫ 在该区域内与路径无关，故当 时，总有0x >

Q P
x y

∂ ∂
=

∂ ∂
. 

2 4 2 5

2 4 2 2 4 2

2 (2 ) 4 2 4 2 ,
(2 ) (2 )

Q y x y x xy x y y
x x y x y

∂ + − − +
= =

∂ + +
�

                    ① 

2 4 3 2 4 3

2 4 2 2 4 2

( )(2 ) 4 ( ) 2 ( ) ( ) 4 ( ) .
(2 ) (2 )

P y x y y y x y y y y y
y x y x y

ϕ ϕ ϕ ϕ′ ′ ′∂ + − + −
= =

∂ + +
ϕ

5

 ② 

比较①、②两式的右端，得 

4 3

( ) 2 ,
( ) 4 ( ) 2 .  
y y
y y y y y

ϕ

ϕ ϕ

′ = −⎧
⎨ ′ − =⎩

 
③ 

④ 

由③得
2( )y y cϕ = − + ，将 ( )yϕ 代入④得 

5 32 4 2 5,y cy y− =  

所以c ，从而0= 2( ) .y yϕ = −  

     【评注】 本题难度较大，关键是如何将待求解的问题转化为可利用已知条件的情形. 
第二部分完全类似例题见《数学复习指南》（理工类）P.340【例 13.18】 
 

（20）（本题满分 9 分） 

已知二次型 的秩为 2. 21
2
3

2
2

2
1321 )1(22)1()1(),,( xxaxxaxaxxxf +++−+−=

（I） 求 a 的值； 

（II） 求正交变换 ，把 化成标准形； Qyx = ),,( 321 xxxf
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（III） 求方程 =0 的解. ),,( 321 xxxf

【分析】 （I）根据二次型的秩为 2，可知对应矩阵的行列式为 0，从而可求 a 的值；（II）
是常规问题，先求出特征值、特征向量，再正交化、单位化即可找到所需正交变换； （III）  
利用第二步的结果，通过标准形求解即可. 

【详解】 （I） 二次型对应矩阵为 

          ， 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−+
+−

=
200
011
011

aa
aa

A

由二次型的秩为 2，知   0
200
011
011
=−+

+−
= aa

aa
A ，得 a=0. 

（II）  这里 ， 可求出其特征值为

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

200
011
011

A 0,2 321 === λλλ . 

解 ，得特征向量为： ， 0)2( =− xAE
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

1
0
0

,
0
1
1

21 αα

解 ，得特征向量为：  0)0( =− xAE .
0
1

1

3
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=α

由于 21 ,αα 已经正交，直接将 21 ,αα ， 3α 单位化，得： 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
1

1

2
1,

1
0
0

,
0
1
1

2
1

321 ηηη  

令 [ 321 ]ααα=Q ，即为所求的正交变换矩阵，由 x=Qy，可化原二次型为标准形： 

),,( 321 xxxf =  .22 2
2

2
1 yy +

（III） 由 = 0，得),,( 321 xxxf =+ 2
2

2
1 22 yy kyyy === 321 ,0,0 （k 为任意常数）. 

从而所求解为：x=Qy= [ ] ，其中 c 为任意常数. 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−==

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

0
0
0

3321 c
c

k
k

ηηηη

【评注】 本题综合考查了特征值、特征向量、化二次型为标准型以及方程组求解等多

个知识点，特别是第三部分比较新颖. 但仔细分析可以看出，每一部分均是大纲中规定的基
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本内容.        
完全类似例题见《数学复习指南》（理工类）P.468【例 6.2（2）】，P.473【例 6.9】 
 
（21）（本题满分 9 分） 

已知 3 阶矩阵 A 的第一行是 不全为零，矩阵 （k 为常数），

且 AB=O, 求线性方程组 Ax=0 的通解. 

cbacba ,,),,,(
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

k
B

63
642
321

【分析】 AB=O, 相当于告之 B 的每一列均为 Ax=0 的解，关键问题是 Ax=0 的基础解

系所含解向量的个数为多少，而这又转化为确定系数矩阵 A 的秩. 

【详解】 由 AB=O 知，B 的每一列均为 Ax=0 的解，且 .3)()( ≤+ BrAr  

（1）若 k , 则 r(B)=2, 于是 r(A)9≠ 1≤ , 显然 r(A) , 故 r(A)=1. 可见此时 Ax=0 的基

础解系所含解向量的个数为 3-r(A)=2, 矩阵 B 的第一、第三列线性无关，可作为其基础解系，

故 Ax=0 的通解为： 为任意常数. 

1≥

2121 ,,6
3

3
2
1

kk
k

kkx
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

(2) 若 k=9，则 r(B)=1, 从而 .2)(1 ≤≤ Ar  

1） 若 r(A)=2, 则 Ax=0 的通解为： 为任意常数. 11 ,
3
2
1

kkx
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

2） 若 r(A)=1,则 Ax=0 的同解方程组为： 0321 =++ cxbxax ,不妨设 ,则其通解

为    

0≠a

2121 ,,
1
0

0
1 kk

a
c

k
a
b

kx

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

+

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

= 为任意常数. 

【评注】 AB=O 这类已知条件是反复出现的，应该明确其引申含义：1）B 的每一列

均为 Ax=0 的解；2） .)()( nBrAr ≤+  

本题涉及到对参数 k 及矩阵 A 的秩的讨论，这是考查综合思维能力的一种重要表现形

式，今后类似问题将会越来越多. 
完全类似例题见《数学复习指南》（理工类）P.438【例 4.21】, P.389【例 2.36】 
 
（22）（本题满分 9 分） 
设二维随机变量(X,Y)的概率密度为 

          
.

,20,10
,0
,1

),(
其他

xyx
yxf

<<<<

⎩
⎨
⎧

=
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求：（I） (X,Y)的边缘概率密度 ； )(),( yfxf YX

 （II） YXZ −= 2 的概率密度  ).(zfZ

【分析】 求边缘概率密度直接用公式即可；而求二维随机变量函数的概率密度，一般

用分布函数法，即先用定义求出分布函数，再求导得到相应的概率密度. 
【详解】 （I） 关于 X 的边缘概率密度 

)(xf X = =  ∫
+∞

∞−
dyyxf ),(

.
,10

,0
,

2

0
其他

<<

⎪⎩

⎪
⎨
⎧∫ xdy

x

      =  
.

,10
,0
,2

其他

<<

⎩
⎨
⎧ xx

关于 Y 的边缘概率密度 

)(yfY = =∫
+∞

∞−
dxyxf ),(

.
,20

,0

,
1

2 其他

<<

⎪⎩

⎪
⎨
⎧∫ ydxy  

      =
.

,20

,0

,
2

1
其他

<<

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ − yy

                         

（II） 令 }2{}{)( zYXPzZPzFZ ≤−=≤= ， 

1） 当 时，0<z 0}2{)( =≤−= zYXPzFZ ； 

2） 当 20 <≤ z 时， }2{)( zYXPzFZ ≤−=                                  

                          = 2

4
1 zz − ; 

 3)  当 时，2≥z .1}2{)( =≤−= zYXPzFZ  

即分布函数为：  

.2
,20

,0

,1

,
4
1
,0

)( 2

≥
<≤

<

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
z

z
z

zzzFZ  

故所求的概率密度为：
.

,20

,0

,
2
11)(

其他

<<

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −=

zzzf Z  

【评注】 本题属基本题型，只需注意计算的准确性，应该可以顺利求解.第二步求随机

变量函数分布，一般都是通过定义用分布函数法讨论. 
完全类似例题见《数学复习指南》（理工类）P.519【例 2.38~39】, P.525【例 2.45】 
 
（23）（本题满分 9 分） 

设 为来自总体 N(0,1)的简单随机样本，)2(,,, 21 >nXXX nL X 为样本均值，记
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.,,2,1, niXXY ii L=−=  

求：（I） 的方差 ； iY niDYi ,,2,1, L=

   （II） 与 的协方差  1Y nY ).,( 1 nYYCov

【分析】 先将 表示为相互独立的随机变量求和，再用方差的性质进行计算即可；求

与 的协方差 ，本质上还是数学期望的计算，同样应注意利用数学期望的运

算性质. 

iY

1Y nY ),( 1 nYYCov

【详解】 由题设，知 相互独立，且 )2(,,, 21 >nXXX nL

),,2,1(1,0 niDXEX ii L=== ， .0=XE  

（I） ∑
≠

−−=−=
n

ij
jiii X

n
X

n
DXXDDY ]1)11[()(  

                  = ∑
≠

+−
n

ij
ji DX

n
DX

n 2
2 1)11(  

                 = .1)1(1)1(
22

2

n
nn

nn
n −

=−⋅+
−

 

（II）  )])([(),( 111 nnn EYYEYYEYYCov −−=  

                  = )])([()( 11 XXXXEYYE nn −−=  

                  = )( 2
11 XXXXXXXE nn +−−  

                  = 2
11 )(2)( XEXXEXXE n +−  

                 = 2

2
1

2
1 )(][20 XEXDXXXE

n

n

j
j +++− ∑

=

 

                = .112
nnn

−=+−  

【评注】 通过定义求随机变量的数字特征是基本要求，也是到目前为止考查最多的情

形，但读者还应注意利用数字特征的运算性质进行分析讨论，同样是求解数字特征的一个重

要途径. 
本题为文登学校辅导班上讲授过的原题（原题求相关系数，刚好是本题的两部分，请

参见数理统计部分笔记）. 
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