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单元测试一 行列式 

一、选择题 

1、设 ,
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且｜A｜＝m，则｜B｜＝ 

（A）m． （B）－8m． （C）2m． （D）－2m． 

【答案】D 

【解析】将行列式｜A｜的第一列加到第二列上，再将二、三列互换，之后第一列乘以 2就可以得到行列式｜B｜．由

行列式的性质知｜B｜＝－2｜A｜＝－2m． 

2、设 n 阶矩阵 A＝［1，2，…，n］，B＝［n，1，…，n－1］，若行列式｜A｜＝1，则 

｜A－B｜＝ 

（A）0．  （B）2． 

（C）1＋（－1）n＋1．             （D）1＋（－1）n． 

【答案】A 

【解析】由 A－B＝[1－n，2－1，…，n－n－1]  



























11

1

1

11

],,,[ 21 


 nααα  

有

1

1

11

11

1

)1)(1(1

11

1

10

11

||||





















n

n




ABA  

0)1(1 12  n
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3、下列 n 阶行列式中，取值必为－1 的是 
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【答案】D 

【解析】（A）中行列式的值等于 2

)1(

)1(



nn

，从而不对. 

（B）中行列式按第一列展开可得其值为 1＋（－1）n＋1． 

（C）中行列式按第一行展开得（－1）n＋1． 

（D）中的行列式按第一行展开之后，对 n－1 阶行列式再按第一列展开得 

1·（－1）n＋1·1·（－1）n－1＋1＝－1． 

故（D）为正确答案． 

4、设1，2， 3，1，2，均为四维列向量，A＝［ 1， 2， 3，1］，B＝［ 3， 1， 2，2］，且|A|＝1，|B|

＝2，则|A+B|＝ 

   （A）9.    （B）6.    （C）3.    （D）1. 

【答案】B 

【解析】由于矩阵加法 A＋B＝［1＋3，2＋1，3＋2，1＋2］，根据行列式的性质有 

｜A＋B｜＝｜1＋3，2＋1，3＋2，1＋2｜ 

＝｜2（1＋2＋3），2＋1，3＋2，1＋2｜ 

＝2｜1＋2＋3，2＋1，3＋2，1＋2｜ 

＝2｜1＋2＋3，－3，－1，1＋2｜ 

＝2｜2，－3，－1，1＋2｜ 

＝2｜1，2，3，1＋2｜ 

＝2（｜A｜＋｜B｜）＝6 

5、已知1，2，1，2，都是 3 维列向量，且行列式 

   |1   1  |＝|1  2  |＝|2  1  |＝|2  2  |＝3, 

那么|－2  a1 + a2  1+22|＝ 

（A）－18.   （B）－36.   （C）64.   （D）－96. 

【答案】B 

【解析】本题考查行列式的性质，利用性质｜1，2，1＋2｜＝｜1，2，1｜＋ 

｜1，2，2｜可以有 

｜－2，1＋2，1＋22｜＝｜－2，1，1＋22｜＋｜－2，2，1＋22｜ 

＝｜－2，1，1｜＋｜－2，1，22｜＋｜－2，2，1｜＋｜－2，2，22｜ 

＝－2｜1，1，｜－4｜1，2，｜－2｜2，1，｜－4｜2，2，｜=－36， 

所以应选（B）． 

二、填空题 

1、 
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【答案】24 
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【解析】在用按行（列）展开公式计算行列式的值时，应先用行列式的性质作恒等变形．以期减少计算量． 
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2、行列式 

4321
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4321
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D ______． 

【答案】120 

【解析】将行列式第四行加到第一行上，可提出公因子 10，再将第四行逐行相换至第二行得： 

4321
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4321

1111

10
333

222 

D

333

222
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10  

120)34)(24)(23)(14)(13)(12(10  ． 

3、设 A＝[1，2，3]是 3 阶矩阵，且｜A｜＝4．若 B＝[1－32＋23，2－23，22＋3]，则｜B｜＝______． 

【答案】20 

【解析】由行列式性质 

｜B｜＝｜1－32＋23，2－23，22＋3｜ 

＝｜1－22，2－23，53｜ 

＝5｜1－22，2，3｜ 

＝5｜1，2，3｜＝20 

或者，利用分块矩阵乘法 

B＝[1－32＋23，2－23，22＋3] 
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4、设四阶方阵 A＝[，2，3，4]，B＝[，2，3，4]，其中，，2，3，4均为四维列向量，且｜A｜＝4，｜

B｜＝－1，则｜A－3B｜＝______． 

【答案】－56 

【解析】因为 

A－3B＝[，2，3，4]－[3，32，33，34] 

＝[－3，－22，－23，－24] 

故有 

｜A－3B｜＝｜－3，－22，－2 3，－24｜ 

＝－8｜－3，2，3，4｜ 

＝－8（｜，2，2，4｜－3｜，2，3，4｜） 

＝－8（｜A｜－3｜B｜）＝－56 

5、设四阶行列式

2222

2143

6430

4321

|| A ，则 A11＋2A21＋A31＋2A41＝______． 

【答案】－12 

【解析】因为代数余子式 Aij 的值与元素 aij 的值无关．本题求第一列元素的代数余子式，故可构造一个新的行列

式．把｜A｜中第 1 列换为所求和的代数余子式的系数，即 

2222

2141

6432

4321

|| B  

则｜A｜与｜B｜的 A11，A21，A31，A41 是一样的，而对｜B｜按第 1 列展开就是 

｜B｜＝A11＋2A21＋A31＋2A41 

那么只要计算出行列式｜B｜的值也就求出本题代数余子式的和．易计算出｜B｜＝－12． 

三、计算题与证明题 

1、计算行列式

1

1 2

2 3

3

1 0 0

-1 1 0
=

0 1 1

0 0 1 1

b

b b
D

b b

b



 

 

的值． 

【解析】解：从第一行开始，依次把每行加至下一行，得 

1 1 1

2 2 2

2 3 3 3

3 3

1 0 0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 0
= 1

0 1 1 0 0 1 0 0 1

0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1

b b b

b b b
D

b b b b

b b

  
 

   

 

2、计算行列式

1 2 2 2

2 2 2 2

2 2 3 2

2 2 2

D

n

 的值． 
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【解析】解：把第二行的－1 倍分别加至其余各行，再把第一行的 2 倍加至第二行，得 

1 0 0 0 1 0 0 0

2 2 2 2 0 2 2 2

2 ( 2)!0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 2 0 0 0 2

D n

n n

 

     

 

 

3、已知

17 2 7

2 14 4 0

2 4 14







 

 



，求的值． 

【解析】解： 

17 2 7 17 2 7 17 5 7

2 14 4 2 14 4 2 10 4

2 4 14 0 18 18 0 0 18

  

  

   

      

    

   

 

2
17 5

( 18) ( 18)( 27 180) ( 12)( 15)( 18) 0
2 10


      



 
          


 

所以为 12，15，18． 

4、A 是 n 阶可逆矩阵，A 与 A-1 的元素都是整数，证明：|A|=±1． 

【解析】证明：因为 1AA E  ，有
1| || | 1A A  ．因为 A 的元素都是整数，按行列式定义|A|是不同行不同列

元素乘积的代数和，所以|A|必是整数．同理由 A-1 的元素都是整数而知
1| |A

必是整数．因为两个整数 | |A 和

1| |A
相乘为 1，所以 | |A 与

1| |A
只能取值为±1． 

5、设 A 是 n 阶矩阵，证明存在非 0 的 n 阶矩阵 B 使 AB=0 的充分必要条件是|A|=0． 

【解析】证明：必要性．对零矩阵及矩阵 B 按列分块，设 1 2( , , , )nB    ，那么 

1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) (0,0, ,0) 0n nAB A A A A         ． 

于是 0( 1, 2, , )jA j n   ，即 j 是齐次方程组 0Ax  的解． 

由 0B  ，知 0Ax  有非 0 解．故|A|=0． 

充分性．因为|A|=0，所以齐次线性方程组 0Ax  有非 0 解．设  是 0Ax  的一个非零解，那么，令

( ,0,0, ,0)B  ，则 0B  ．而 AB=0． 

单元测试二 矩阵 

一、选择题 



新东方在线 [www.koolearn.com ]网络课堂电子教材系列                          

6 
 

1、设矩阵
























1000

0101

0020

0201

A ，矩阵 B 满足 AB＋B＋A＋2E＝0，则｜B＋E｜＝ 

（A）－6． （B）6． （C） 
12

1
 （D） 

12

1
 

【答案】C 

【解析】化简矩阵方程向 B＋E 靠拢，用分组因式分解有 

（AB＋A）＋（B＋E）＝－E  即（A＋E）（B＋E）＝－E 

两边取行列式，用行列式乘法公式得 

｜A＋E｜｜B＋E｜＝1 

又 12

201

010

202

2

2000

0201

0010

0202

|| 







 EA ，故应选 C． 

2、已知 A＝

















520

310

002

，矩阵 B 满足 A
*
B＋2A

-1＝B，其中 A
*
是 A 的伴随矩阵， 

则 |B|＝ 

（A） .
15

2
    （B） .

9

2
    （C） .

30

1
    （D） .

12

1
 

【答案】A 

【解析】对于矩阵方程首先要恒等变形，左乘 A 并利用 AA*＝A*A＝｜A｜E，得 

｜A｜B＋2E＝AB 

即（A—｜A｜E）B＝2E 

因为｜A｜＝－2，于是（A＋2E）B＝2E 

两边取行列式，得 

｜A＋2E｜·｜B｜＝8 

又 60

720

330

004

|2|  EA  

所以 
15

2
|| B 故应选（A）． 

3、设 A 为三阶方阵，A
*
为 A 的伴随矩阵，|A|＝

3

1
，则|4A－（3A

*
）-1|＝ 

（A） .
3

1
    （B）3．    （C）6．    （D）9． 

【答案】D 

【解析】因为
3

1
|| A 又（3A*）

－1＝（3｜A｜A
－1）

－1＝A，所以 

｜4A－（3A*）
－1｜＝｜4A—A｜＝｜3A｜＝33｜A｜＝9． 
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所以应选（D）． 

4、设 A＝



















0021

0031

1200

2500

，则 A
-1＝ 

（A） 



























0011

0032

5200

2100

    （B） 



























0052

0021

1100

3200

 

（C） 



























0052

0021

2100

3100

    （D） 



























0052

0021

2100

3100

 

【答案】B 

【解析】本题考查分块求逆及二阶求逆，注意 

,
1

11
































BO

OA

BO

OA






















OA

BO

OB

AO

1

11

 

再根据
*1

||

1
A

A
A 

，用二阶矩阵的伴随矩阵是主对角线对调副对角线变号，很容易看出 

,
52

21

12

25
1




























































11

32

11

32

21

31
1

 

所以应选（B）． 

5、设 A、B 均为 n 阶可逆矩阵，且（A+B）2＝E，则（E+BA
-1）-1＝ 

（A）（A+B）B.      （B）E+AB
-1

. 

（C）A（A+B）.     （D）（A+B）A. 

【答案】C 

【解析】（E＋BA
－1）

－1＝（AA
－1＋BA

－1）
－1＝［（A＋B）A

－1］
－1 

＝（A
－1）

－1（A＋B）
－1＝A（A＋B） 

注意，因为（A＋B）2＝E，即（A＋B）（A＋B）＝E，按可逆定义知（A＋B）
－1＝（A＋B）． 

二、填空题 

1、若



















500

043

021

A ，则矩阵 A 的伴随矩阵 A*＝______． 

【答案】  























200

0515

01020

 

【解析】按定义，求出行列式｜A｜的代数余子式，有 
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0
00

43
,15

50

03
,20

50

04
131211  AAA  

0
00

21
,5

50

01
,10

50

02
232221  AAA  

2
43

21
,0

03

01
,0

04

02
333231  AAA  

所以















































200

0515

01020

332313

322212

312111

*

AAA

AAA

AAA

A  

或者，由 A*＝｜A｜A
－1，现在 



























 

5

1
00

0
2

1

2

3
012

,10|| 1
AA  

从而得





























5

1
00

0
2

1

2

3
012

10*
A 

























200

0515

01020

 

2、已知1＝（1，0，0）T，2＝（1，2，－1）T，3＝（－1，1，0）T 且 A1＝（2，1）T，A2＝（－1，1）T，

A3＝（3，－4）T，则 A＝______． 

【答案】 








 631

1352
 

【解析】利用分块矩阵，有 















411

312
],,[],,[ 321321  AAAA  

那么  

1

010

120

111

411

312



































A  











































631

1352

210

100

311

411

312
 

3、设 A，B 均为三阶矩阵，E 是三阶单位矩阵，已知 AB＝2A＋3B，















 



2100

0150

609

A ，则（B－2E）
－1＝______． 
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【答案】















 

300

020

101

 

【解析】为了求（B－2E）
－1，利用已知条件 AB＝2A＋3B，先分组配出 B－2E，得： 

AB－2A－3B＋6E＝6E 

（A－3E）（B－2E）＝6E 

从而 1

1 0 1
1

( 2 ) ( 3 )= 0 2 0 .
6

0 0 3



 
 

  
 
  

B E A E  

4、设 ,

163

016

001

















A B＝（E－A）（E＋2A）
－1，则（B－E）

－1＝______． 

【答案】























1211

012

001

 

【解析】（A＋B）
－1 没有运算法则．应当恒等变形将其化为乘积形式，本题用单位矩阵恒等变形之技巧． 

因为 B－E＝（E－A）（E＋2A）
－1－（E＋2A）（E＋2A）

－1 

＝[（E－A）－（E＋2A）]（E＋2A）
－1 

＝－3A（E＋2A）
－1 

故    （B－E）
－1＝[－3A（E＋2A）

－1]
－1 

1)2(
3

1  AAE  

)2(
3

1 1
EA  

 

因为    











































1633

016

001

163

016

001
1

1
A  

所以  











































 

1211

012

001

3633

036

003

3

1
)( 1

EB  

5、已知 ,

202

030

102

















A ,

000

010

001

















B 若 X 满足 AX＋2B＝BA＋2X，那么 X2＝______． 

【答案】

















100

010

000

 

【解析】由已知 AX＋2B＝BA＋2X，得 
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AX－2X＝BA－2B，即（A－2E）X＝B（A－2E） 

由于  



















002

010

100

2EA 可逆，故 X＝（A－2E）
－1B（A－2E） 

那么  X2＝（A－2E）
－1B2（A－2E） 





















































002

010

100

0

1

1

002

010

100
1

 



























































100

010

000

000

010

100

001

010
2

1
00

 

三、计算题与证明题 

1、设 1

1 1 1

1 2 1

1 1 3

A

 
 


 
  

，求
* 1( )A 

． 

【解析】解：因为 * 1 1
( )A A

A

  ， 

1

1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0

( ) 1 2 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0

1 1 3 0 0 1 0 0 2 1 0 1

A E

   
   

  
   
      

 

1 1 0 3 / 2 0 1/ 2 1 0 0 5 / 2 1 1/ 2

0 1 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0

0 0 2 1 0 1 0 0 1 1/ 2 0 1/ 2

     
   

   
   
       

 

即

5 / 2 1 1/ 2

1 1 0

1/ 2 0 1/ 2

A

  
 

 
 
  

，又|A|=1/2，故 

* 1

5 / 2 1 1/ 2 5 2 1

( ) 2 1 1 0 2 2 0

1/ 2 0 1/ 2 1 0 1

A 

      
   

   
   
       

． 

2、设

1 1 0 0

1 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 1

A

 
 
 
 
 
 

，求
nA ． 
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【解析】解：对矩阵 A 分块，记
0

0

B
A

C

 
  
 

，则由 ( ) 1r B  ，知 

1 1

2 1

1 1

2 2
2 , 2

2 2

n n

n n

n n
B B B B

 



 

 
    

 
 

而
1 0 0 0

0 1 1 0
C

   
    
   

，因为

2
0 0 0 0

1 0 0 0

   
   

   
，于是有 

1 0 0 0 1 0

0 1 1 0 1

nC n
n

     
       
     

．从而

1 1

1 1

2 2 0 0

2 2 0 0

0 0 1 0

0 0 1

n n

n n

nA

n

 

 

 
 
 
 
 
 

． 

3、若 A 是对称矩阵，B 是反对称矩阵，则 AB 是反对称矩阵的充要条件是 AB=BA． 

【解析】证明：因为 ,T TA A B B   ，那么 ( )T T TAB B A BA   ． 

若 AB 是反对称矩阵，则 ( )TAB AB  ，从而 AB=BA．反之，若 AB=BA，则 

( )TAB BA AB    ，即 AB 使反对称矩阵． 

4、设 A 是 n 阶矩阵， 0mA  ，证明 E A 可逆． 

【解析】证明：由 0mA  ，有
mE A E  ．于是 

2 1( )( )m mE A E A A A E A E         

所以E A 可逆，且
1 2 1( ) mE A E A A A       ． 

单元测试三 向量组的线性关系与秩 

一、选择题 

1、设向量组 ，  ， 线性无关， ， ， 线性相关，则 

（A） 必可由  ， ， 线性表示. 

（B）  必不可由 ， ， 线性表示. 

（C） 必可由 ，  ， 线性表示. 

（D） 必不可由 ，  ， 线性表示.  

【答案】（C） 
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【解析】
    

  
  

 




， ， 线性无关 ， 线性无关
可由 ， 线性表出.

又 ， ， 线性相关
 

    可由 ， ， 线性表出. 

故应选（C）. 

2、设向量组（Ⅰ） 1 2 3 4   ， ， ， 线性无关，则与向量组（Ⅰ）等价的向量组是 

（A） 1 2 2 3 3 4 4 1+ + + + .       ， ， ，  

（B） 1 2 2 3 3 4+ + + .     ， ，  

（C） 1 2 2 3 3 4 4 1+ - + - .       ， ， ，  

（D） 1 1 2 2 3 3 4 4 1+ + + - .        ， ， ， ，  

【答案】（D） 

【解析】两向量组等价可以相互表出. 

两向量组等价等秩. 

（Ⅰ） 1 2 3 4   ， ， ， 线性无关，r(Ⅰ)=4. 

选项（B）只有三个向量，r(B) 3，可排除. 

选项（A）因 1 2 2 3 3 4 4 1+ + + + ) 0        （ ）-( )+( )-( ，线性相关，r(A) 3，可排除. 

选项（C）因 1 2 2 3 3 4 4 1+ + ) 0         （ )-( )-( )+( ，线性相关，r(C) 3，可排除. 

由排除法，应选（D）. 

3、设向量组1，2，3线性无关，则下列向量组中线性无关的是 

（A）1－2，2－3，3－1． 

（B）1－2，2＋3，3＋1． 

（C）1＋2，31－52，51＋92． 

（D）1＋2，21＋32＋43，1－2－23． 

【答案】（D） 

【解析】由观察法易见 

（1－2）＋（2－3）＋（3－1）＝0 

（1－2）＋（2＋3）－（3＋1）＝0 

可知（A）、（B）两组中的向量均线性相关． 

关于（C），可设想为1＝1＋2，2＝31－52，3＝51＋92，即1，2，3 三个向量可以由1，2 两个

向量线性表出，所以1，2，s 必线性相关．即1＋2，31－52，51＋92必线性相关． 

因而用排除法可知应选（D）． 

4、向量组1＝（1，3，5，－1）T，2＝（2，－1，－3，4）T，＝（6，4，4，6）T，4＝（7，7，9，1）T，

5＝（3，2，2，3）T的极大线性无关组是 

（A）1,2, （B）1，3，5. （C）2,3，4． （D）3，4,5． 

【答案】（C） 

【解析】列向量作行变换，有 
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


























31641

29435

27413

37621

],,,,[ 54321 ααααα























681260

132626130

7141470

37621

 





















00000

02000

12210

37621

 

可见秩 r（1，2，3，4，5）＝3． 

因为三阶子式 

0

200

221

762

  

所以2，3，4 是极大线性无关组，故选 C． 

5、设向量组Ⅰ： 1 2 r  ， ，， 可由向量组Ⅱ： 1 2, , , s   线性表示，则 

（A）当 r<s 时，向量组（Ⅱ）必线性相关. 

（B）当 r>s 时，向量组（Ⅱ）必线性相关. 

（C）当 r<s 时，向量组（Ⅰ）必线性相关. 

（D）当 r>s 时，向量组（Ⅰ）必线性相关. 

【答案】（D） 

【解析】若多数向量可用少数向量线性表出，则多数向量一定线性相关.故应选（D）. 

二、填空题 

1、向量组 1 (1,0,1,2)T  ， 2 (1,1,3,1)T  ， 3 (2, 1, 1,5)Ta    线性相关，则 a=______. 

【答案】-1 

【解析】n 个 n 维向量线性相关
1 2, , , 0.n    而 

1 1 2 1 1 2 1 1 2

0 1 1 0 1 1 0 1 1
,

1 3 1 0 2 1 0 0 1

2 1 5 0 1 1 0 0 0

a a a

     
     

  
      
       
     

     

 

故 a=-1. 

2、已知向量组1＝（1，2，－1，1）T，2＝（2，0，t，0）T，3＝（0，－4，5，t）T 线性无关，则 t 的取值

为______． 

【答案】（－∞，＋∞） 

【解析】由于向量的个数与维数不一样，不能用行列式去分析，而要用矩阵的秩等于 n 来进行分析． 
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






















t

t

01

51

402

021

],,[ 321 αααA

















































200

300

110

021

20

520

440

021

t

t

t

t
 

由于 t，恒有 r（A）＝3，所以向量组1，2，3 必线性无关． 

3、已知1＝（1，4，2）T，2＝（2，7，3）T，3＝（0，1，a）T 可以表示任意一个三维向量，则 a 的取值为

______． 

【答案】a≠1 

【解析】1，2，3 可表示任一个 3 维向量 

 1，2，3 与1＝（1，0，0）T，2＝（0，1，0）T，3＝（0，0，1）T 等价 

秩 r（1，2，3）＝3 

｜1，2，3｜≠0 

由 a

aa





 1

12

114

001

32

174

021

 

所以 a≠1． 

4、设 4 阶矩阵 A 的秩为 2，则
*( )r A ______． 

【答案】0 

【解析】由
*

, ( ) ,

( ) 1, ( ) 1,

0, ( ) 1,

n r A n

r A r A n

r A n




  
  

若

若

若

知
*( ) 0.r A   

5、与 1 (1, 1,0,2)T   ， 2 (2,3,1,1)T  ， 3 (0,0,1,2)T  都正交的单位向量是______． 

【答案】
1

(1, 1,2, 1)
7

T    

【解析】设 1 2 3 4( , , , )Tx x x x  与 1 2 3, ,   均正交，则 0( 1,2,3)T

i i    ，即 

1 2 4

1 2 3 4

3 4

2 0,

2 3 0,

2 0,

x x x

x x x x

x x

  


   
  

 

求出基础解系： (1, 1,2, 1)T  ，单位化得
1

(1, 1,2, 1)
7

T    

三、计算题与证明题 

1、如果秩 1 2 1 2 1( , , , ) ( , , , , )s s sr r        ，证明 1s  可由 1 2, , , s   线性表出. 

【解析】证明：设 1 2 1 2 1( , , , ) ( , , , , )s s sr r r         ，且 1 2, , ,i i ir   是向量组 1 2, , , s   的极大
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线性无关组，那么 1 2, , ,i i ir   也是 1 2 1, , , ,s s     的极大线性无关组.从而 1s  可由 1 2, , ,i i ir   线性表

出.那么 1s  可由 1 2, , , s   线性表出. 

2、已知向量组
1

0

1

1



 
 


 
  

，
2 2

1

a



 
 


 
  

，
3 1

0

b



 
 


 
  

与
1

1

2

3



 
 


 
  

，
2

3

0

1



 
 


 
  

，
3

9

6

7



 
 


 
  

有相同的秩，且 3 可由

1 2 3, ,   线性表出，求 a，b 的值. 

【解析】因为 3 可由 1 2 3, ,   线性表示，故方程组 1 1 2 2 3 3x x x      有解.由 

1 3 9
1 3 9 1 3 9

3
2 0 6 1 0 6 12 1 2 0 1 2 , 5.

10
3 1 7 0 0 10 20 3

1
0 0 0 1

5

b
b b

b b b

b

b

 
 

     
           
     
         

 
 

 

又由 3 1 23 2    ，且 1 2,  线性无关，知秩 1 2 3( , , ) 2.r      

于是 1 2 3( , , ) 2.r      

从而
1 2 3

0 5

, , 1 2 1 ( 15) 0 15.

1 1 0

a

a a         



 

3、已知线性方程组 

1 1 2 2 3 3 4 4 5

1 1 2 2 3 3 4 4 5

1 1 2 2 3 3 4 4 5

1 1 2 2 3 3 4 4 5

,

,

,

a x a x a x a x a

b x b x b x b x b

c x c x c x c x c

d x d x d x d x d

   


   


   
    

 

的通解是 (2,1,0,3) (1, 1,2,0)T Tk  ，如今 ( , , , ) , 1,2, ,5.T

i i i i ia b c d i    

试问：（Ⅰ） 1 能否由 2 3 4, ,   线性表出？ 

（Ⅱ） 4 能否由 1 2 3, ,   线性表出？并说明理由. 

【解析】（Ⅰ） 1 可由 2 3 4, ,   线性表出 . 因 (1, 1,2,0)Tk  是相应齐次方程组 0Ax  的通解，则
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1 2 3 4

1

1
( , , , ) 0,

2

0

   

 
 

  
 
 
 

即 1 2 32 0,      

所以 1 2 3 42 0 ,      即 1 可由 2 3 4, ,   线性表出. 

（Ⅱ） 4 不能由 1 2 3, ,   线性表出.如果 4 能用 1 2 3, ,   线性表出，则 

1 2 3 1 2 3 4( , , ) ( , , , ) ( ).r r r A         

由于 0Ax  的基础解系仅一个向量，于是有 ( ) 1 3.r A n   那么， 1 2 3, ,   线性无关，与 1 2 32    相矛

盾. 

单元测试四 线性方程组 

一、选择题 

1、某五元齐次线性方程组经高斯消元系数矩阵化为





















02

251

43211

 

自由变量若取为 

（1）x4，x5    （2）x3,x5    （3）x1,x5    （4）x2，x3 

那么，正确的共有 

（A）1 个．    （B）2 个．    （C）3 个．    （D）4 个． 

【答案】（B） 

【解析】因为系数矩阵的秩 r（A）＝3，有 n－r（A）＝5－3＝2，故应当有 2 个自由变量． 

由于去掉 x4，x5两列之后，所剩三阶矩阵为















 

000

100

211

，因为其秩与 r（A）不相等，故 x4，x5 不是自由变

量．同理，x3，x5 不能是自由变量． 

而 x1，x5 与 x2，x3均可以是自由变量，因为行列式

200

510

321

与

020

250

431





都不为 0． 

2、要使
1

1

0

2



 
 


 
  

，
2

0

1

1



 
 


 
  

都是线性方程组 0Ax  的解，只要系数矩阵 A为 

（A）
2 1 1

4 2 2

 
 

  
．     （B）

2 0 1

0 1 1

 
 
 

． 
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（C）
1 0 2

1 0 2

 
 

 
．      （D）

0 1 1

4 2 2

0 1 1

 
 

 
 
  

． 

【答案】（A） 

【解析】由于 0Ax  已有 2 个线性无关的解，故 ( ) 2n r A  ，即 ( ) 1r A  ．所以（B）、（D）的秩不符合题目要

求． 1 不是（C）中方程的解，因为 1 不是（C）的解．用排除法应选（A）． 

3、已知1，2是非齐次线性方程组 Ax＝b 的两个不同的解，那么 

1－2，  31- 22，  
3

1
（1+22），  

2

1
（1+2） 

中，仍是线性方程组 Ax＝b 特解的共有 

（A）4 个．    （B）3 个．    （C）2 个．    （D）1 个． 

【答案】（B） 

【解析】由于 A1＝b，A2＝b，那么 

A（31－22）＝3A1－2A2＝3b－2b＝b， 

,
3

2

3

1

3

2

3

1
)]2(

3

1
[ 2121 bbbAαAαααA   

,
2

1

2

1

2

1

2

1
)](

2

1
[ 2121 bbbAαAαααA   

可知 )(
2

1
),2(

3

1
,23 212121 αααααα  均是 Ax＝b 的解． 

而 A（1－2）＝A1－A2＝b－b＝0，所以1－2 是 Ax＝0 的解，不是 Ax＝b 的解，故应选（B）． 

4、已知 1 2 3 4, , ,    是齐次方程组 0Ax  的基础解系，则此方程组的基础解系还可以是 

（A） 1 2 2 3 3 4 4 1, , , .            

（B） 1 2 3 4 3 4, , , .        

（C） 1 2 3 4, , ,    是一个等价向量组． 

（D） 1 2 3 4, , ,    是一个等秩向量组． 

【答案】（B） 

【解析】向量组（A）线性相关，（A）不正确． 

1 2 3 4, , ,    ， 1 2  与 1 2 3 4, , ,    等价．但前者线性相关，故（C）不正确． 

等秩的向量组不一定能互相线性表出，因而可能不是方程组的解，故（D）不正确．选（B）． 

5、设 A 是 m×n 矩阵，A
T是 A 的转置，若1，2，…，t 是齐次方程组 A

T
x＝0 的基础解系，则秩 r（A）＝ 

（A）t．    （B）n－t．    （C）m-t．    （D）n－m． 

【答案】（C） 

【解析】由于 A 是 m×n 矩阵，知 AT是 n×m 矩阵，那么 ATx＝0 是 n 个方程 m 个未知数的齐次线性方程组，从

而 m－r（AT）＝t．又因 r（A）＝r（AT），所以 r（A）＝m－t，即应当选（C）． 

二、填空题 
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1、设 A 是五阶矩阵，A*是 A 的伴随矩阵，若1，2是齐次线性方程组 0Ax  的两个坐标不成比例的解，那么秩

r（A*）＝______． 

【答案】0 

【解析】因为1 与2的坐标不成比例，所以1，2 线性无关．因而齐次方程组 0Ax  至少有两个线性无关的解，

于是 n－r（A）≥2，即有 r（A）≤3． 

又因为 A 是五阶矩阵，而 r（A）≤3，故｜A｜中 4 阶子式必全为 0，因此，代数余子式 Aij恒为零，从而 A*

＝0，所以秩 r（A*）＝0． 

2、已知方程组

1 2 3 1

1 2 3 2

1 2 3 3

2 ,

,

4 5 5

x x x b

x x x b

x x x b





  


  
   

总有解，则应满足______． 

【答案】 1  且
4

5
    

【解析】对任意 1 2 3, ,b b b ，方程组有解 ( ) 3 0.r A A    而由 

2 1 2 1

1 1 1 1 (5 4)( 1) 0

4 5 5 5 4 0 0

 

   



 

      

 

 

可知 1  且
4

5
    

3、已知齐次线性方程组















02

.03)2(

033

321

321

321

xxx

xxax

xxax

有无穷多解，则 a＝______． 

【答案】－5 或－6 

【解析】齐次方程组 0Ax  有无穷多解的充分必要条件是 r（A）<n．现在是三个未知数三个方程的齐次方程组，

故可以用系数行列式｜A｜＝0． 

102

351

30

112

321

33

||











 a

a

a

a

A  

0)6)(5(
12

3
)5( 


 aa

a
a  

故  a＝－5 或 a＝－6． 

4、设 A为三阶非零矩阵，

1 2 2

4 3

3 1 1

B t

 
 


 
   

，且 0AB  ，则 0Ax  的通解是______． 

【答案】 1 2(1,4,3) ( 2,3,1)T Tk k   

【解析】因为 0AB  ， 0A  ，所以 ( ) ( ) 3r A r B  ， ( ) 1r A  ．故 ( ) 2r B  ．又因B 中有 2 阶子式不为 0，

所以秩 ( ) 2r B  ．从而 ( ) 2r B  ．故 ( ) 1r A  ．于是 ( ) 2n r A  ． 
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由 0AB  又知B 的列向量是齐次方程组的解，所以 0Ax  的通解是 1 2(1,4,3) ( 2,3,1)T Tk k  ． 

5、已知非齐次线性方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）同解，其中 

（Ⅰ）








2

52

32

321

xx

xxx
    （Ⅱ）









1652

114

321

321

axxx

xxax
 

则 a＝______． 

【答案】1 

【解析】所谓两个方程组（Ⅰ）与（Ⅱ）同解，即（Ⅰ）的解全是（Ⅱ）的解，（Ⅱ）的解也全是（Ⅰ）的解．对

（Ⅰ）求出其通解 

（3，2，0）T＋k（3，－1，1）T 

把  x1＝3＋3k，x2＝2－k，x3＝k 代入方程组（Ⅱ），有 









16)2(5)33(2

11)2(4)33(

akkk

kkka
 

整理为 









0)1(

0)1)(1(

ak

ak
 

因为 k 为任意常数，故 a＝1．此时方程组（Ⅰ）的解全是方程组（Ⅱ）的解． 

且当 a＝1 时，方程组（Ⅱ）为 









1652

114

321

321

xxx

xxx
 

由 r（A2）＝2，从解的结构知（Ⅱ）的通解形式为＋k．易于验算 

＝（3，2，0）T是 A2x＝b 的解，＝（3，－1，1）T 是 A2x＝0 的解． 

所以（Ⅰ）与（Ⅱ）必同解． 

三、计算题与证明题 

1、求齐次方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0,

3 2 3 0,

5 4 3 0

x x x x

x x ax x

x x x x

   


   
    

的基础解系． 

【解析】对系数矩阵作初等变换，有 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 2 3 0 1 3 6 0 1 3 6 .

5 4 3 1 0 1 2 6 0 0 1 0

a a a

a

     
     

      
     
              

 

当 1a  时， ( ) 3r A  ，取自由变量 4x 得 4 3 2 11, 0, 6, 5.x x x x     基础解系是 (5, 6,0,1)T ． 

当 1a  时， ( ) 2r A  ．取自由变量 3 4,x x ，则由 

3 41, 0x x  得 2 12, 1x x   ， 

3 40, 1x x  得 2 16, 5x x   ， 
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知基础解系是 (1, 2,1,0) ,(5, 6,0,1) .T T   

2、设

1 1

0 1 0

1 1

A







 
 

 
 
  

， 1

1

a

b

 
 


 
  

．已知线性方程组 Ax b 存在 2 个不同的解， 

（Ⅰ）求 , a ； 

（Ⅱ）求方程组 Ax b 的通解. 

【解析】（Ⅰ）因为线性方程组 Ax b 有 2 个不同的解，所以 ( ) ( )r A r A n  . 

由 2

1 1
1

0 1 0 ( 1) ( 1)( 1) 0
1

1 1

A




   




        ， 

知 1  或 1   . 

当 1  时，必有 ( ) 1, ( ) 2r A r A  .此时线性方程组无解. 

而当 1   时， 

1 1 1 1 1 1 1

0 2 0 1 0 2 0 1

1 1 1 1 0 0 0 2

a

A

a

    
   

   
   
       

， 

若 2a   ，则 ( ) ( ) 2r A r A  ，方程组 Ax b 有无穷多解. 

故 1   ， 2a   . 

（Ⅱ）当 1   ， 2a   时， 

3

21 0 1
1

0 1 0
2

0 0 0
0

A

 
 

 
  
 
 
 
  

， 

所以方程组 Ax b 的通解为
3 1

( , ,0) (1,0,1)
2 2

T Tk  ，其中 k 是任意常数. 

3、设齐次方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0,

0,

0,

n

n

n

ax bx bx bx

bx ax bx bx

bx bx bx ax

    


    


     

 

其中 0, 0, 2.a b n   试讨论 a，b 为何值时，方程组仅有零解，有无穷多解？当有无穷多解时，求出其全部解，

并用基础解系表示全部解. 
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【解析】对系数矩阵作初等行变换，把第 1 行的-1 倍分别加至第 2 行到第 n 行，有 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

a b b b b a b b b b

b a b b b b a a b

b b a b b b a a b

b b b a b b a a b

b b b b a b a a b

   
   

 
   
    

   
   
    
   

    

. 

（Ⅰ）如果a b ，方程组的同解方程组是 1 2 0nx x x    . 

由于 ( ) 1n r A n   ，取自由变量为 2 3, , , nx x x ，得到基础解系为： 

1 2 1( 1,1,0, ,0) , ( 1,0,1, ,0) , , ( 1,0,0, ,1)T T T

n          

方程组通解是： 1 1 2 2 1 1n nk k k      ，其中 1 2 1, , , nk k k  为任意常数. 

（Ⅱ）如果a b ，对系数矩阵作初等行变换，有 

( 1) 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 1 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 1 0 0

1 0 0 1 0 0 0 0 1 0

1 0 0 0 1 0 0 0 0 1

a b b b b a n b

A

    
   

 
   
    

    
   
    
   

    

 

若 (1 )a n b  ，则秩 ( )r A n ，此时齐次方程组只有零解. 

若 (1 )a n b  ，则秩 ( ) 1r A n  .取 1x 为自由变量，则基础解系为 (1,1, ,1)T  ，于是方程组的通解是：k ，

其中 k 为任意常数. 

4、证明：与基础解系等价的线性无关的向量组也是基础解系. 

【解析】证明：设 0Ax  的基础解系是 1 2, , , t   .若 1 2, , , s   线性无关， 1 2, , , s   与 1 2, , , t   等

价. 

由于 ( 1,2, , )j j s  可以由 1 2, , , t   线性表示，而 ( 1, , )i i t  是 0Ax  的解，所以 ( 1,2, , )j j s  是

0Ax  的解. 

因 为 1 2, , , t   线 性 无 关 ， 秩 1 2( , , , )tr t    ， 又 1 2, , , t   与 1 2, , , s   等 价 ， 所 以

1 2 1 2( , , , ) ( , , , )s tr r t       .又因 1 2, , , s   线性无关，故 s t . 

因此 1 2, , , t   是 0Ax  的基础解系. 
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单元测试五 特征向量和特征值 相似和对角化 

一、选择题 

1、已知 A 是 4 阶矩阵，A
*是 A 的伴随矩阵，若 A

*
的特征值是 1，－1，2，4，那么不可逆矩阵是 

（A）A－E．           （B）2A－E． 

（C）A＋2E．          （D）A－4E． 

【答案】（C） 

【解析】由 A*的特征值是 1，－1，2，4 知｜A*｜＝－8，又因｜A*｜＝｜A｜n－1 而知 

｜A｜3＝－8，于是｜A｜＝－2． 

那么，矩阵 A 的特征值是：－2，2，－1， 
2

1
 

因此，A－E 的特征值是－3，1，－2，
2

3
 ，因为特征值非 0，故矩阵 A－E 可逆． 

类似地易见，矩阵 A＋2E 的特征值中含有 0，所以矩阵 A＋2E 不可逆． 

2、已知＝（1，－2，3）T是矩阵 A＝























13

22

123

b

a 的特征向量，则 

（A）a＝－2，b＝6．    （B）a＝2，b＝－6． 

（C）a＝2，b＝6．      （D）a＝－2，b＝－6． 

【答案】（A） 

【解析】设是矩阵 A 属于特征值的特征向量，按定义有 



























































3

2

1

3

2

1

13

22

123



b

a  

即有                      





















3323

264

343

b

a  

可见  ＝－4，a＝－2，b＝6，所以应选（A）． 

3、设 A 是三阶矩阵，其特征值是 1，3，－2，相应的特征向量依次为1,2,3,若 P＝（1，23，－2），则
1P AP   

（A） 



















3

2

1

            （B） 





















3

4

1

 

（C） 





















3

2

1

          （D） 

















 2

3

1

 

【答案】（A） 

【解析】  由 A2＝32，有 A（－2）＝3（－2），即当2 是矩阵 A 属于特征值＝3 的特征向量时，－2 仍是
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矩阵 A 属于特征值＝3 的特征向量．同理 23 仍是矩阵 A 属于特征值＝－2 的特征向量． 

当 P
－1AP＝时，P 由 A 的特征向量所构成， Λ由 A 的特征值所构成，且 P 与 Λ的位置是对应一致的．现在，

矩阵 A 的特征值是 1，3，－2，故对角矩阵 Λ应当由 1，3，－2 构成，因此排除（B）、（C）．由于 23 是属于

＝－2 的特征向量，所以－2 在对角矩阵 Λ中应当是第 2 列，故应选（A）． 

4、下列矩阵中，不能相似对角化的矩阵是 

（A） 





















531

320

101

              （B） 

















 151

032

001

 

（C） 























303

202

101

              （D） 

















100

310

321

 

【答案】（D） 

【解析】（A）是实对称矩阵，实对称矩阵必可以相似对角化． 

（B）是下三角矩阵，主对角线元素就是矩阵的特征值，因而矩阵有三个不同的特征值，所以矩阵必可以相

似对角化． 

（C）是秩为 1 的矩阵，由｜E－A｜＝3－42，知矩阵的特征值是 4，0，0．对于二重根＝0，由秩 

1)()0(  AAE rr  

知齐次方程组（0E－A）x＝0 的基础解系有 3－1＝2 个线性无关的解向量，即＝0 有两个线性无关的特征向

量．从而矩阵必可以相似对角化． 

（D）是上三角矩阵，主对角线上的元素 1，1，－1 就是矩阵的特征值，对于二重特征值＝1，由秩 

2

200

300

320

)( 





















 rr AE  

知齐次方程组（E－A）x＝0 只有 3－2＝1 个线性无关的解，亦即＝1 只有一个线性无关的特征向量，故矩阵

必不能相似对角化．所以应当选（D）． 

5、设 A是 n 阶非零矩阵， 0mA  ，下列命题中不一定正确的是 

（A） A的特征值只有零. 

（B） A必不能对角化. 

（C）
2 1mE A A A     必可逆. 

（D） A只有一个线性无关的特征向量. 

【答案】（D） 

【解析】设 , 0A    ，则 0m mA     .（A）正确. 

因为 0A  ， ( ) 1r A  ，那么 0Ax  的基础解系有 ( )n r A 个解，即 0  有 ( )n r A 个线性无关的特征向量.

故（B）正确，而（D）不一定正确. 

由
2 1( )( )m mE A E A A A E A E        ，知（C）正确.故选（D）. 

二、填空题 
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1、已知



















322

232

223

A ，A*是 A 的伴随矩阵，那么 A*的特征值是______． 

【答案】1，7，7 

【解析】由矩阵 A 的特征多项式 

322

232

777

322

232

223

||





























 AE  

0)1)(7(

102

012

007
2 







 







 

知矩阵 A 的特征值是 7，1，1． 

由｜A｜＝ i ，从而｜A｜＝7·1·1＝7． 

因为若 A＝，则有 A*＝ 
α

A



||
所以 A*的特征值是 1，7，7． 

2、设 A是 3 阶矩阵，且各行元素之和都是 5，则 A必有特征向量______． 

【答案】

1

1

1

 
 
 
  

 

【解析】因为各行元素之和都是 5，即

11 12 13

21 22 23

31 32 33

5,

5,

5,

a a a

a a a

a a a

  


  
   

亦即 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1 5 1

1 5 5 1 ,

1 5 1

a a a

a a a

a a a

       
       

 
       
              

 

从而

1 1

1 5 1

1 1

A

   
   


   
      

.所以矩阵 A必有特征向量

1

1

1

 
 
 
  

. 

3、已知三阶矩阵 A 的特征值是
4

1
,

3

1
,

2

1
，又三阶矩阵 B 满足关系式 A

－1BA＝6A＋BA．则矩阵 B 的特征值是______． 

【答案】6，3，2 

【解析】由 A
－1BA＝6A＋BAA

－1B＝6E＋B（A
－１

－E）B＝6E 

知 B＝6（A
－1－E）

－1 

因为 A 的特征值
4

1
,

3

1
,

2

1
A

－1 的特征值 2，3，4A
－1－E 的特征值 1，2，3 
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（A
－1－E）

－1 的特征值 
3

1
,

2

1
,1  

所以矩阵 B 的特征值：6，3，2． 

4、已知矩阵

1 2 1

= 2 3

0 0 1

A a

 
 
 
 
  

有两个线性无关的特征向量，则a  ______． 

【答案】-1 

【解析】由 A的特征多项式 

3

1 2 1

2 3 ( 1) .

0 0 1

E A a



  



  

     



 

知矩阵 A的特征值是 1   （三重根），因为 A只有 2 个线性无关的特征向量，故 

2 2 1

( ) 2 2 1

0 0 0

r E A r a

   
 

    
 
  

 

从而 1a    

5、已知是 3 维列向量，T 是的转置，若矩阵
T 相似于























222

222

222

，则T＝______． 

【答案】6 

【解析】设＝（a1，a2，a3）
T，记 A＝T，有 

















































2
33231

32
2
221

3121

2

1

321

3

2

1

],,[

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaa

a

a

a

A  

又 

2

3

2

2

2

1

3

2

1

321 ],,[ aaa

a

a

a

aaaT 























  

可见T是矩阵 A 主对角线元素之和，即矩阵 A 的迹 tr（A）由于相似矩阵迹相同，所以本题中T＝2＋2

＋2＝6． 

三、计算题与证明题 

1、已知

4 10 0

1 3 0

3 1

A

x

  
 


 
  

可对角化，求可逆矩阵P 及对角矩阵，使
1P AP   . 

【解析】由特征多项式 

2

4 10 0

1 3 0 ( 1) ( 2)

3 1

E A

x



   





      

  

， 
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知矩阵 A的特征值为 1 2 31, 2.       

因为矩阵 A可以相似对角化，故 ( ) 1r E A  .而 

5 10 0 1 2 0

1 2 0 0 6 0

3 0 0 0 0

E A x

x

   
   

     
   
      

， 

所以 6x  . 

当 1  时，由 ( ) 0E A x  得基础解系 1 2( 2,1,0) , (0,0,1)T T     

当 2   时，由 ( 2 ) 0E A x   得基础解系 3 ( 5,1,3)T    

那么，令
1 2 3

2 0 5

( , , ) 1 0 1

0 1 3

P   

  
 

 
 
  

，得 1

1

1

2

P AP

 
 


 
  

 

2、设矩阵 A与 B相似，且

1 1 1

2 4 2

3 3

A

a

 
 

 
 
   

，

2 0 0

0 2 0

0 0

B

b

 
 


 
  

.求可逆矩阵P ，使 1P AP B  . 

【解析】由于 A B，有 

1 4 2 2 ,

6 6 4 .

a b

A a b B

    


   
5, 6a b    

由 A B，知 A与B有相同的特征值，于是 A的特征值是 1 2 32, 6.      

当 2  时，解齐次方程组 (2 ) 0E A x  得到基础解系为 1 2(1, 1,0) , (1,0,1)T T    ，即 2  的线性无关的

特征向量. 

当 6  时，解齐次方程组 (6 ) 0E A x  得到基础解系是 (1, 2,3)T ，即 6  的特征向量. 

那么，令 1 2 3

1 1 1

( , , ) 1 0 2

0 1 3

P   

 
 

   
 
  

，则有
1P AP B  . 

3、已知 ( 1,2,3)i iA i i   ，其中 1 2 3(1,2,2) , (2, 2,1) , ( 2, 1,2)T T T        .求矩阵 A . 

【解析】由于 i iA i  知， A有 3 个不同的特征值 1,2,3.所以 

1

2

3

A

 
 

 
 
  

，即
1P AP  ，其中 1 2 3

1 2 2

( , , ) 2 2 1 .

2 1 2

P   

 
 

   
 
  
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故 1

7 2
0

3 3

5 2
0 .

3 3

2 2
2

3 3

A P P

 
 

 
    
 
 
  
  

 

4、已知
2 0A  ， 0A  ，证明 A不能相似对角化. 

【解析】证明：设 , 0A    ，那么
2 2 0.A     从而 0  . 

又因 0A  ， ( ) 1r A  ，所以 0Ax  的基础解系有 ( )n r A 个向量，即 0  有 ( )n r A 个线性无关的特征向量. 

又 ( )n r A n  ，所以 A不能相似对角化. 

单元测试六 二次型 

一、选择题 

1、二次型 f（x1，x2，x3）＝
2

3

2

2

2

1 5 xxx  －4x1x2＋2x2x3的标准形可以是 

（A）
2

2

2

1 4yy  ．            （B）
2

3

2

2

2

1 26 yyy  ． 

（C）
2

2

2

1 yy  ．             （D）
2

3

2

2

2

1 4 yyy  ． 

【答案】（A） 

【解析】用配方法，有 

2

332

2

2

2

221

2

1 244 xxxxxxxxf   

2

32

2

21 )()2( xxxx   

可见二次型的正惯性指数 2p＝ ，负惯性指数 0q＝ ．因此，（A）是二次型的标准形．所用坐标变换是： 















33

322

211 2

xz

xxz

xxz

即    

与        















33

22

11

2

yz

yz

yz

即  

即经坐标变换 







































































3

2

1

3

2

1

100

110

221

z

z

z

x

x

x



































































3

2

1

3

2

1

100

020

001

y

y

y

z

z

z
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





































































3

2

1

3

2

1

100

120

241

y

y

y

x

x

x

 

有
2

2

2

1 4yyTT  ΛyyAxx  

2、下列矩阵中，正定矩阵是 

（A） 

















653

542

321

                （B） 

















830

352

021

 

（C） 























542

452

222

           （D） 

















031

312

125

   

【答案】（C） 

【解析】二次型正定的必要条件是： 0iia ＞ ． 

在（D）中，由于 33 0a ＝ ，易知 0 0 1 0f（ ，，）＝ ，与 0TX  0 x Ax， ＞ 相矛盾． 

二次型正定的充分必要条件是顺序主子式全大于零．在（A）中，二阶主子式 

0
42

21
2   

在（B）中，三阶主子式 3 1A＝｜｜＝－ ． 

因此（A）、（B）、（D）均不是正定矩阵． 

3、设

1 1 1

1 1 1

1 1 1

A

 
 


 
  

，

3 0 0

0 0 0

0 0 0

B

 
 


 
  

，则 A与B  

（A）合同且相似.             （B）合同但不相似. 

（C）不合同但相似.           （D）不合同也不相似. 

【答案】（A） 

【解析】由 3 23E A     ，知矩阵 A的特征值为 3，0，0. 

又因 A是实对称矩阵， A必能相似对角化，所以 A B . 

因为 A，B有相同的特征值，从而二次型
Tx Ax 与

Tx Bx有相同的标准形，进而有相同的正、负惯性指数，所以

A B .故应选（A）. 

4、二次型
Tx Ax 正定的充要条件是 

（A）负惯性指数为零.          （B）存在可逆矩阵P ，使 1P AP E  . 

（C） A的特征值全大于零.      （D）存在 n 阶矩阵，使
TA C C . 
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【答案】（C） 

【解析】（A）是正定的必要条件.若
2 2

1 2 3 1 3( , , ) 5f x x x x x  ，虽 0q  ，但 f 不正定. 

（B）是充分条件.正定并不要求特征值全为 1.虽
1 0

0 2
A

 
  
 

不和单位矩阵E 相似，但二次型
Tx Ax 正定. 

（ D ） 中 没 有 矩 阵 C 可 逆 的 条 件 ， 也 就 推 导 不 出 A 与 E 合 同 ， 例 如
1 1

1 1
C

 
  
 

，

1 1 1 1 2 2

1 1 1 1 2 2

TA C C
     

       
     

，则
Tx Ax 不正定. 

故应选（C）. 

5、设 A，B 均是 n 阶实对称矩阵，若 A 与 B 合同，则 

（A）A 与 B 有相同的特征值．     （B）A 与 B 有相同的秩． 

（C）A 与 B 有相同的特征向量． （D）A 与 B 有相同的行列式． 

【答案】（B） 

【解析】按定义，若存在可逆矩阵C 使
TC AC B＝ ，则称 A与B 合同． 

因为矩阵C 可逆，故有 

Tr A r C AC r B（ ）＝（ ）＝（ ） 

即（B）正确． 

注意，若 ,
20

01
,

40

01
,

10

01


























 CBA 则有

TC AC B＝ ，即 A与B 合同． 

此时 A的特征值是 1，1，B的特征值是 1，4；3 2 T（ ，）是 A的特征向量，但不是B 的特征向量； 1A＝ ， 4B＝

亦不相同．说明（A）（C）（D）均不正确． 

二、填空题 

1、若二次型
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 2 34 6 2f x x x ax x ax x x x x（ ， ， ）＝ ＋ ＋ ＋ ＋ 是正定的，则 a 的取值范围是______． 

【答案】  
2

5
a  

【解析】  二次型 f 的矩阵为



















a

a

10

143

03

A  

因为 f 正定 A 的顺序主子式全大于零，即 

1＝a＞0 

094
43

3
2  a

a
 

0104|| 2

3  aaA  
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故  f 正定 
2

5
a  

2、设＝（1，0，1）T，A＝T，若 B＝（kE＋A）*是正定矩阵，则 k 的取值范围是______． 

【答案】  k<－2 或 k＞0 

【解析】  由于          





































101

000

101

]1,0,1[

1

0

1

A  

有 ｜E－A｜＝3－22＝2（－2） 

即矩阵 A 的特征值是 2，0，0，从而矩阵 kE＋A 的特征值是 k＋2，k，k，那么 B 的特征值是 k2，k（k＋2），

k（k＋2）． 

所以，B 正定的充要条件是：k2＞0，k（k＋2）＞0． 

3、二次型
2 2 2

1 2 3 1 2 2 3 3 1( , , ) ( ) ( ) ( )f x x x x x x x x x      的正、负惯性指数分别为 _____p  ， _____q  . 

【答案】 2, 0p q   

【解析】
2 2 2 2 2

1 1 2 1 3 2 2 3 3 1 2 3 2 3

1 1 3
(2 2 2 ) 2 2 2 2( ) ( )

2 2 2
f x x x x x x x x x x x x x x            

由于二次型的标准形是
2 2

1 2

3
2

2
y y ，所以 2, 0p q  . 

4、已知矩阵

























112

121

211

A 与二次型
T 2 2

1 3x Bx 3x ax＝ 的矩阵B 合同，则 a 的取值______． 

【答案】  0a   

【解析】  矩阵 A 与 B 合同
Tx Ax 与

Tx Bx有相同的正、负惯性指数． 

由于      )3)(3(

112

121

211

|| 







 







 AE  

可见 1pA＝ ， 1qA＝ ．因而
Tx Bx＝

2

2

2

13 axx  的 1pB＝ ， 1qB＝ 时，矩阵 A 和 B 合同． 

所以 0a  即可． 

5、已知



















1

1

1

A 和





















2

1

2

B 合同，那么使 CTAC＝B 的可逆矩阵 C＝______． 

【答案】  

















101

010

101

 

【解析】  二次型
Tx Ax 经坐标变换 x＝Cy 得

T Tx Ax y By 就有 A 和 B 合同，其中
TB C AC＝ ，那么求矩阵 C
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就是求所用坐标变换（由于本题矩阵 A 和 B 不相似．若先用正交变换过渡是可行的，但比较麻烦）． 

对二次型
Tx Ax ＝

2

2312 xxx   

用配方法，令





















313

22

311

yyx

yx

yyx

 

即有
Tx Ax ＝2（y1＋y3）（y1－y3）＋

2

3

2

2

2

1

2

2 22 yyyy   

可见经坐标变换

































































3

2

1

3

2

1

101

010

101

y

y

y

x

x

x

，就有矩阵 A 和 B 合同，所以





















101

010

101

C  

三、计算题与证明题 

1、设
1 0

0 2
A

 
  
 

，
3 0

0 4
B

 
  
 

，则有 A B . 

【解析】证明：因为有可逆矩阵
3

2
C

 
  
  

，使
3 1 3 3

2 42 2

TC AC B
      

        
         

，

或者由二次型
2 2

1 22Tx Ax x x  与
2 2

1 23 4Tx Bx x x  有相同的正惯性指数 2p  及相同的负惯性指数 0q  而知

A B . 

2、求正交变换化二次型
2

3 1 2 1 3 2 32 2 2 2x x x x x x x   为标准形，并写出所用正交变换. 

【解析】二次型矩阵是

0 1 1

1 0 1

1 1 2

A

 
 

  
 
  

.由特征多项式 

2

1 1 1 1 0

1 1 1 1 ( 1)( 3 )

1 1 2 1 1 2

E A

  

     

 

  

     

   

， 

得到 A的特征值是 3，-1，0. 

对 3  ，由 (3 ) 0E A x  ，即

3 1 1 1 3 1

1 3 1 2 1

1 1 1 0

   
   


   
      

，解得 1 (1, 1,2)T   . 

类似地，对 1   ， 2 (1,1,0)T  ； 0  时， 3 ( 1,1,1)T   .特征值无重根，仅需单位化： 

1
1

1

1
1

1
6

2






 
 

  
 
  

， 2
2

2

1
1

1
2

0






 
 

 
 
  

， 3
3

3

1
1

1
3

1






 
 

 
 
  

. 
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构造正交矩阵

1 1 1

6 2 3

1 1 1

6 2 3

2 1
0

6 3

C

 
 

 
 

  
 
 
 
 

，那么令 x Cy ，二次型
2 2

1 23Tx Ax y y  为所求标准形. 

3、二次型
2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 2 3 1 3( , , ) 5 5 2 6 6f x x x x x cx x x x x x x      的秩为 2，求c 及此二次型的规范形，并写出相

应的坐标变换. 

【解析 】二次型矩阵

5 1 3

1 5 3

3 3

A

c

 
 

  
 
  

，由二次型的秩 为 2 ，即矩阵 A 的秩 ( ) 2r A  ，则 有

24( 3) 0 3A c c      

由特征多项式 

5 1 3

1 5 3 ( 4)( 9)

3 3 3

E A



    



 

     

 

 

可知矩阵 A的特征值是 0，4，9. 

由 (0 ) 0E A x  得 0  的特征向量 1 ( 1,1,2)T   . 

由 (4 ) 0E A x  得 4  的特征向量 2 (1,1,0)T  . 

由 (9 ) 0E A x  得 9  的特征向量 3 (1, 1,1)T   . 

令 1 1 2 3( , , )P    ，经 1x Py 有
2 2

2 34 9T Tx Ax y y y y    . 

1 1

2 2

3 3

,

1
,

2

1
,

3

y z

y z

y z


 









即

2 1

2 2

3 3

1 0 0

1
0 0

2

1
0 0

3

y z

y z

y z

 
 

    
    
    
       

 
 

，则有 

 

2 2

2 3

T Tx Ax z z z z    ，记 2y P z  

而所用坐标变换是 x Cz ，其中 
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1 2

1 1
1

1 0 0 2 31 1 1
1 1 1

1 1 1 0 0 1
2 2 3

2 0 1
1 1

0 0 2 0
3 3

C PP

     
    
        
    
     

  
    

. 

4、已知

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

A a a a

a a a

 
 


 
  

是正定矩阵，证明
22 23

32 33

0
a a

a a
    

【解析】证明：令
1

0 1 0

1 0 0

0 0 1

C

 
 


 
  

，
2

1 0 0

0 0 1

0 1 0

C

 
 


 
  

， 1 2C C C ，则C 是可逆矩阵，且 

22 21 23 22 23 21

2 1 1 2 2 12 11 13 2 32 33 31

32 31 33 12 13 11

T T T T

a a a a a a

C AC C C AC C C a a a C a a a

a a a a a a

   
   

  
   
      

记 B ， 

则 A B .由于 A正定，故B正定，从而 B 的顺序主子式 0  . 

 


