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2012 考研数学必看：很详细的考研数学全程辅导书选择及复习规划 

 

 

考研数学

全程复习

权威资料

书及用书

时间安排 
（状元必备） 

1、课本：同济大学第六版《高等数学》+同济大学第四版《线性代数》+浙江大学第

三版《概率论与数理统计》 

       （用书时间：2011 年 1 月——2011 年 6 月） 

2、高分辅导书：李永乐《复习全书》或原教育部命题组组长王式安《考研数学复习

标准全书》 

李永乐《基础过关 660 题》或原教育部命题组组长王式安《基础经典习题

600 题》 

（时间：2011 年 3 月——2011 年 9 月） 

3、辅导班讲义：中国考研数学辅导界顶级辅导名师讲义（时间：2011 年 7 月——2011

年 9 月） 

4、大纲：最新考试大纲，主要是里面的样卷，很重要  （时间：2011 年 8 月——2011

年 9 月） 

5、真题解析：李永乐《考研数学历年真题解析》或原教育部命题组组长王式安《考

研数学历年真题权威解析》  

 （时间：2011 年 10 月——2011 年 12 月） 

6、模拟题：原教育部命题组组长王式安王式安《最后冲刺 8 套卷》或李永乐《考研
数学经典模拟 400 题》 

（时间：2011 年 11 月——2011 年 12 月） 

时间 复习内容 注意事项 

 

 

第 一 阶

段：基础

复习阶段 
 

1月—6月 

把课本细看一遍，例题自己做，并研究例题

思路记好笔记。课后题都做一遍，把不会的、

做错的或者虽然做对但思路不清的做好记

号。 

1.把基础的基础一定掌握，尤其是公式

要记牢 

2.看概念和知识要点的时候，要把一些

重点词句划出来；对于开始不太懂的，

理解之后一定也把自己的理解写出来。 

第二次看课本，这次是简略回顾基础知识的

情况下，重点解决第一阶段没有弄清的知识

点，最重要的是把第一阶段做了记号的例

题、课后题解决。 

主要是找出为什么当时不会或者思路不

清，并相应解决相关知识点。 

做一下课本配套的习题 发现仍存在的问题 

 

 

 

第 二 阶
段：强化

阶段 

7月—9月 

用记号对题目进行标识： 

A:自己会做的 

B:有正确思路，但不能完全写出来 

C:没有思路或思路错误的。 
李永乐《复习全书》或原教育部命题组组长

王式安《考研数学复习标准全书》里面的所

有题目都自己动手做，B/C 做好记号，并这

过程中做好笔记，对冲刺阶段查缺补漏极为

重要。 

1.对基础知识和概念一定用心领会和理

解，不懂的回课本搞清楚。 

2.对每道例题和习题，先动手做一遍，

然后再对照书上的答案和解题思路总结
和反省，好好把感受写在旁边。 

3.做题时，对于第 B\C 种情况记下自己

当时为什么做不出来，今后看到何种典

型题目，应该具备何种反应和思路。 

比对课本，分析大纲。看看有没有新要求的

知识点，回到全书批注，对新增、变知识点

重点加强理解。李永乐《基础过关 660 题》

或原教育部命题组组长王式安《基础经典习
题 600 题》里面的所有题目都自己动手做，

B/C 做好记号。并这过程中做好笔记。 

这一阶段一定要解决前面所有留下的问

题。 

辅导班讲义：中国考研数学辅导界顶级

辅导名师讲义一定要再亲自做 2 遍，这
样增强复习效果。辅导班老师特别是有

命题阅卷背景的名师总结的辅导资料极

为重要，直接洞穿了命题规律和命题陷

阱、考生弱点。 

 

第 三 阶

真题模拟考场：李永乐《考研数学历年真题

解析》或原教育部命题组组长王式安《考研

争取 3 天一套，严格按照时间来做。定

时（3h/套） 
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段：真题

研究及冲

刺模拟阶

段 
10 月—12 月 

数学历年真题权威解析》 

做模拟题，强化记忆。选一本模拟题即可。 

原教育部命题组组长王式安王式安《最后冲

刺 8 套卷》，此书与真题同源，强烈推荐！

所有题都是原命题人员命制的，直击考题，

整体难度比真题难一些。 

李永乐《考研数学经典模拟 400 题》，此书

以常规题为主，难度方面，整体上比真题稍

微难一些。 

1.定时（3h/套）   

2 打分 清楚地了解自己的情况。 

3.全面、系统、详细的总结.切忌草草看

一遍答案，说声“原来如此” 

4.每做几套，回头总结在哪些知识点，

哪些章节，哪种类型的题目中容易出问

题，分析原因，制订对策。 

 

第 四 阶

段：状态

保持阶段 

 
2012年1月 

课本+大纲+笔记 

自己看书，每看到一节，争取自己能回忆起

相关知识点以及延伸，并在笔记上找出当初

做错的题目 

此阶段是查缺不漏的阶段，千万别再陷

入题海里！常规题型一定要会做。 

为了保持考场状态：要作题，不断的作题。 

原教育部命题组组长王式安王式安《最后冲

刺 8 套卷》或李永乐《考研数学经典模拟

400 题》可再重新做一遍 
熟练程度要求：就是看到题目就有思路，就

能快速地写出来。 

1.不要过分强调做题数量：做题，尤其

是做套题，是训练考试速度和准确度的

有效手段，做套题后，必须好好总结，

这样才可能使你做过的题目成为你掌握
了的题目。 

2.不要过分强调难题、偏题：真正的考

题并不困难，绝大多数（甚至全部）都

是常规题目。因此，我们在复习中需要

提高的是常规题目的快速解题能力 

2012 考研数学寒假学习计划明细 
  日期 用时 《高等数学》课本 《寒假配套 100 题》 

第一天 7 小时 第一章：函数与极限（第一节、第二节） 无 

第二天 5 小时 第一章：函数与极限（第三节、第四节） 无 

第三天 6 小时 第一章：函数与极限（第五节、第六节） 无 

第四天 5 小时 第一章：函数与极限（第七节、第八节） 无 

第五天 9 小时 第一章：函数与极限（第九节、第十节、总复习） 无 

第六天 10 小时 第二章：导数与微分（第一节、第二节） 无 

第七天 7 小时 第二章：导数与微分（第三节、第四节） 无 

第八天 6 小时 第二章：导数与微分（第五节、总复习题 2） 无 

第九天 5 小时 第三章：微分中值定理与导数应用（第一节） 无 

第十天 5 小时 第三章：微分中值定理与导数应用（第二节） 无 

第十一天 5 小时 第三章：微分中值定理与导数应用（第三节） 无 

第十二天 5 小时 第三章：微分中值定理与导数应用（第四节） 无 

第十三天 5 小时 第三章：微分中值定理与导数应用（第五节） 无 

第十四天 5 小时 第三章：微分中值定理与导数应用（第六节） 无 

第十五天 5 小时 第三章：微分中值定理与导数应用（第七节） 无 

第十六天 6 小时 《寒假配套 100 题》 1—20 题 

第十七天 6 小时 《寒假配套 100 题》 21—40 题 

第十八天 6 小时 《寒假配套 100 题》 41—60 题 

第十九天 6 小时 《寒假配套 100 题》 61—80 题 

第二十天 6 小时 《寒假配套 100 题》 81—100 题 
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2012 考研数学寒假学习重要指导思想 

  标题 具体要求 

计划用书 
1、同济大学第五/六版《高等数学》上册 

2、海文考研《寒假配套特训 100 题》 

主要任务 
1、《高等数学》上册的一元微分学，即前三章 

2、海文考研《寒假配套特训 100 题》 

主要目标 

1、通过对教材《高等数学》上册的一元微分学，即前三章的复习理解大纲中要求

的三基——基本概念、基本理论、基本方法。 

2、通过学习海文考研《寒假配套特训 100 题》进一步巩固课本基础知识，练习

考研基本题型。 

复习方法 

1、 把课本细看一遍，例题自己做，并研究例题思路记好笔记。课后题都做一遍，

把不会的、做错的或者虽然做对但思路不清的做好记号。为下一阶段的复习

做好充分的准备。 

2、通过学习海文考研《寒假配套特训 100 题》进一步巩固课本基础知识，自己

动笔做题，把每个例题弄懂。为后续的复习打下一个扎实的基础。 

注意事项 
1.基础知识一定掌握，尤其是公式要记牢 

2.看概念和知识要点的时候，要把一些重点词句划出来；对于开始不太懂的，理

解之后一定也把自己的理解写出来。 

计划用时 
1、同济大学第五/六版《高等数学》上册前三章：90 小时 

2、海文考研《寒假配套特训 100 题》：30 小时 

 

《寒假配套特训 100 题》  

特训题 1、 设 2( 1)x x xf e e e x    ，求 f(x). 

解  令 1xe u  ， ln( 1)x u   

2 2( ) ( 1) ( 1) ln( 1) ln( 1)f u u u u u u u           

于是       2( ) l n ( 1 )f x x x x    

特训题 2、  求极限
 

40

sin sin sin sin
lim
x

x x x

x

  
 

解： 
4 30 0

(sin sin sin )sin sin sin sin
lim lim
x x

x x x x x

x x 

 


20

cos cos(sin ) cos
lim

3x

x x x

x

 
  

20 0

cos (1 cos(sin )) sin(sin ) cos
lim lim

3 6x x

x x x x

x x 

 
   

0

sin 1
lim

6 6x

x

x
   

特训题 3、 求

1

1

3 2
lim

2 3

n n

n nn








. 

解  分子、分母用 3n除之， 
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原式＝

2
3

3
lim 3

2
2 1

3

n

nn

 
  
  

 
 

 

 

（注：主要用当 1r  时， lim 0n

n
r


 ） 

特训题 4、 求下列各极限 

（1）
0

1 1
lim
x

x x

x

  
   （2）

3 3

0

1 1
lim
x

x x

x

  
 

解  （1）解一 原式＝
   

 0

1 1 2
lim 1

21 1x

x x

x x x

  
 

  
 

解二 原式＝
   

0

1 1 1 1
lim
x

x x

x

    
 

0

1

2 2
lim 1
x

x
x

x

 
  
  

等价无穷小量代换
 

解三 用洛必达法则 1 

原式＝

 

0

11

2 1 2 1
lim 1

1x

x x



 
 

     

（2）解一 原式＝
   

      
2 20 3 3 3 3

1 1 2
lim

31 1 1 1
x

x x

x x x x x


  


      
  

 

解二 类似（1）中解二用等价无穷小量代换 

解三 类似（1）中解三用洛必达法则 

（2）
2 2 2

1 1 1
lim 1 1 1

2 3n n

    
      

    
  

解 原式＝
1 1 1 1 1 1

lim 1 1 1 1 1 1
2 2 3 3n n n

       
            

       
  

＝
1 3 2 4 1 1 1 1

lim lim
2 2 3 3 2 2n n

n n n

n n n 

  
       

特训题 5、 求下列极限 

（1）

10
2

lim 1

x

x x





 
 

 
         （2）

1

0

1
lim

1

x

x

x

x

 
 
 

 

解 （1）

2( 10)
10

22 2
lim 1 lim 1

x x
x

x

n xx x

  
   

  

 

    
       

    
 

＝

 
10

2 1

2
22

lim 1

x x

x
e

x

 
      

 




 
   
     
   

 
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（2）解一 
 

 

 
11

1 ( 1)
1

20 0

1
0

0

lim 1 lim 1 ( )1
lim

1
lim 1

xx
x

x x

x
x

x

x xx e
e

x e e
x

 
  

 
 





   
    

  



 

解二 

1 21 1

2 1
2

0 0 0

1 1 2 2
lim lim lim 1

1 1 1

x

x xx x

x x x

x x x x
e

x x x

   
  
   



  

          
                 

 

特训题 6、 求下列极限 

（1）
cot

0
lim(1 tan ) x

x
x


     （2）

4

1

1
lim x

x
x 


 

（3）
2cot

0
lim(cos ) x

x
x


 

解 （1）令 tan x t 则
1

cot x
t

 ，当 0x  时 0t   

于是   

1

c o t

0 0
lim(1 tan ) lim(1 )x t

x t
x t e

 
     

（2）令 1x t  则 1x t  ，当 1x  时， 0t   

于是    
44 4 1

41

1 0 0
lim lim(1 ) lim 1x t t

x t t
x t t e

  

 
     

 
 

（3）    

2 2

2 2 2

cos 1 cos
cot 2 22sin 2sin

0 0 0
lim(cos ) lim(1 sin ) lim 1 ( sin )

x x
x x x

x x x
x x x 

  
      



 

＝

1

2e


 

特训题 7、 求下列极限 

（1）
2

1

1
lim

n

n
k n k
 
      （2）

2
1

lim
n

n
k

k

n n k
  
  

解 （1）∵
2 2 2

1

1

1

n

k

n n

n n n k n

 
  

  

而         
2

1
l i m l i m 1

1
1

n n

n

n n

n

 
 




 

2

2

1
lim lim 1

11
1

n n

n

n

n

 
 




 

由夹逼定理可知 
2

1

1
lim 1

n

n
k n k





  

（2）∵
2 2 2

1

1 2 1 2

1

n

k

n k n

n n n n n k n n

     
 

     


 
 

而      
2

1
( 1 )

1 2 12l i m l i m
2 ( 2 ) 2n n

n n
n

n n n n 


  

 
 


 



Generated by Unregistered Batch DOC TO PDF Converter 2011.3.124.1481, please register! 

 

2 2

1
( 1)

1 2 12lim lim
1 1 2n n

n n
n

n n n n 


  

 
   


 

则夹逼定理可知 
2

1

1
lim

2

n

n
k

k

n n k



 

  

特训题 8、 求
2 2

1

lim
n

n
k

n

n k
 
 . 

分析  如果还想用夹逼定理中方法来考虑 

2 2

2 2 2 2 2 2
1 1

n

k

n n n

n n n k n

 
  

  

而
2

2 2

1
lim

2n

n

n n



，

2

2 2
lim 1

1n

n

n



 

由此可见，无法再用夹逼定理，因此我们改用定积分定义来考虑. 

解    
22 2

1 1

1 1
lim lim

1

n n

n n
k k

n

n k n k

n

 
 


  

  
 

   

＝
1 1

2 00
arctan

1 4

dx
x

x


 

  

特训题 9、 求
3

1 1
sin

lim
1

sin
n

n n

n





. 

解  离散型不能直接用洛必达法则，故考虑 

3 30 0

sin sin
lim lim

sinx x

x x x x

x x 

 
等价无穷小代换  

＝
20 0

1 cos sin 1
lim lim

3 6 6x x

x x

x x 


   

∴原式＝
1

6
. 

特训题 10、 求

2

1

100
lim

x

x

e

x




. 

解 若直接用“
0

0
”型洛必达法则 1，则得

2

2

1

1

3

9 120 0

2

lim lim
10 5

x

x

x x

e
ex

x x





 

 
 
   （不好办了，分母 x 的次数反而增加），为了避

免分子求导数的复杂性，我们先用变量替换，令
2

1
t

x
 ， 

于是    

2

1

5

1 0 50
l i m l i m l i m

tx

tx t t

e e t

x t e




      
   (“




”型) 

＝

45 5!
lim lim 0

t tt t

t

e e 
    
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特训题 11、求
0

1 1
lim

1xx x e

 
 

 
. 

解   
0 0

1 1 ( 1)
lim lim

1 ( 1)

x

x xx x

e x

x e x e 

  
  

  
 （“

0

0
”型） 

＝
0 0

1
lim lim

( 1)

x x

x x x x xx x

e e

e xe e e xe 




   
 

＝
0

1 1
lim

2 2x x



 

特训题 12、 求
2

2 20

1 cos
lim( )

sinx

x

x x
 . 

解    原式＝
2 2 2

2 20

sin cos
lim

sinx

x x x

x x

 
 

＝

2 2

40

1
sin 2

4lim
x

x x

x


 

＝
30

4
2 sin 2 cos 2

4lim
4x

x x x

x


 

＝
30

1
sin 4

4lim
2x

x x

x



 

＝
20 0

1 cos 4 4sin 4 4
lim lim

6 12 3x x

x x

x x 


   

特训题 13、设函数

2 1,

( ) 2
,

x x c

f x
x c

x

  


 




在 ( , )  内连续，则c        .  

解：1 

分析：由     2 2
lim lim 1 1
x c x c

f x f x c c
c  

       

特训题 14、 求
2sin

0
lim x

x
x


. 

解  令
2sin xy x ， 2ln sin lny x x  

2

0 0
lim ln lim sin ln 0
x x

y x x
  

  （见 2 中例 3） 

∴
0

0
lim 1
x

y e


   

特训题 15、 求  
2cot

0
lim cos

x

x
x


（前面已用重要公式的方法）. 

解  令  
2cot

cos
x

y x ，
2ln cot ln cosy x x  

2

2 20 0 0 0

ln cos ln cos
limln limcot ln cos lim lim

tanx x x x

x x
y x x

x x   
    
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（“
0

0
”型）＝

0

tan 1
lim

2 2x

x

x


  ，∴

1

2

0
lim
x

y e



  

特训题 16、 求
1 1

lim sin cos

x

x x x

 
 

 
. 

解  令
1 1

sin cos

x

y
x x

 
  
 

，
1 1

ln ln sin cosy x
x x

 
  

 
 

0

1 1
ln sin cos

ln(sin cos )
lim ln lim lim

1x x t

t tx x
y

t

x

  

 
      

＝
0

cos sin
lim 1

sin cost

t t

t t





 

∴ lim
x

y e


  

特训题 17、 求极限
20

1 sin
lim ln
x

x

x x
. 

解：
2 20 0

1 sin 1 sin
lim ln lim ln 1 1
x x

x x

x x x x 

 
   

 
 

3 20 0 0

sin cos 1 sin 1
lim lim lim

3 6 6x x x

x x x x

x x x  

 
       

特训题 18、 求
0

(1 cos 2 )arctan 3
lim

( 1) ln(1 2 )sin 5xx

x x

e x x



 
. 

解 用等价无穷小量代换 

原式＝

2

0

1
(2 ) (3 )

32lim
(2 ) (5 ) 5x

x x

x x x




 
 

特训题 19、 求

2

0

1
3sin cos

lim
(1 cos ) ln(1 )x

x x
x

x x



 
. 

解 这个极限虽是“
0

0
”型，但分子、分母分别求导数后的极限不存在，因此不能用洛必达法则. 

原式＝
0

sin 1
3 cos

1 3
lim

ln(1 )1 cos 2x

x
x

x x
xx

x



 
 

   
 

 

特训题 20、  求

3

50

1
sin

6lim
x

x x x

x

 

. 

解 ∵

3 5
5sin ( )

3! 5!

x x
x x o x     （当 0x  时） 
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∴原式＝

5
5

50

( )
1 15!lim
5! 120x

x
o x

x



   

特训题 21、 设
0( ) 2f x  ，求 0 0

0

( 3 ) ( 2 )
lim
x

f x x f x x

x 

    


. 

解 原式＝
   0 0 0 0

0

( 3 ) ( ) ( 2 ) ( )
lim
x

f x x f x f x x f x

x 

      


 

＝
 

0 0 0 0

0 0

( 3 ) ( ) ( 2 ) ( )
3 lim 2 lim

3 2x x

f x x f x f x x f x

x x   

     


  
 

＝
0 0 03 ( ) 2 ( ) 5 ( ) 10f x f x f x      

特训题 22、 设曲线 ( )y f x 与 siny x 在原点相切，求
2

lim ( )
n

nf
n

. 

解 由题设可知 (0) 0f  ， 0(0) (sin ) 1xf x 
    

于是   

2
( 0 )

2
l i m l i m 2 2 ( 0 ) 2

2
0

n n

f f
n

nf f
n

n

 

 
 

       
  

  

特训题 23、 设 0a ， 1 0x b  ， 2 1
1

1

2

a
x x

x

 
  

 
，„ 1

1

1

2
n n

n

a
x x

x




 
  

 
求 lim n

n
x


. 

解 ∵ 1
1

0n n
n

a
x x a

x




   （算术平均值≥几何平均值） 

又

2

1

1
0

2 2

n
n n n n

n n

a xa
x x x x

x x


  
      

 
，则 1n nx x   

因此 nx 单调减少，又有下界，根据准则 1， lim n
n

x A


   存在 

把 1
1

1

2
n n

n

a
x x

x




 
  

 
两边取极限，得

1

2

a
A A

A

 
  

 
 

2A a ，∵A＞0，∴取 A a ，于是 lim n
n

x a


  

特训题 24、 求下列函数在分段点处的极限 

2

sin 2
         <0

( )

      >0
1 cos

x
x

x
f x

x
x

x




 

 

　

 

解 
0 0

sin 2 sin 2
(0 0) lim lim 2 2

2x x

x x
f

x x  
     

2 2

0 0 2

(0 0) lim lim 2
11 cos

2

x x

x x
f

x
x

  
   


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∴
0

lim ( ) 2
x

f x


  

特训题 25、 求

1

4
0

2 sin
lim

1

x

x
x

e x

x
e



 
 

 
  

. 

解 

1

4
0

2 sin
lim 2 1 1

( )
1

x

x
x

e x

x
e



 
    

   

 

4 3

4
0

2 sin
lim 0 1 1

1

x x

x
x

e e x

x
e



 

 

 
    

 
  

 

∴

1

40

2 sin
lim 1

1

x

x
x

e x

x
e



 
  

 
  

 

特训题 26、 设
2

21
lim 3

sin( 1)x

x ax b

x

 



，求 a 和 b. 

解  由题设可知
2

1
lim( ) 0
x

x ax b


   ，∴1+a+b=0 

再对极限用洛必达法则 

2

2 21 1

2 2
lim lim 3

sin( 1) 2 cos( 1) 2x x

x ax b x a a

x x x 

   
  

 
  4, 5a b    

特训题 27、 ( )f x 连续， 2
0

1 cos(sin )
lim 1

( 1) ( )xx

x

e f x





，则 (0)f    

解：
1

2
 

分析：

2

20 0

1 1
sin

2 2lim 1, lim 1
( ) ( )x x

x

x f x f x 
 则 ，由 ( )f x 连续，则

1
(0)

2
f   

特训题 28、 讨论函数 

 

1

0

0 0

1
sin 0

xe x

f x x

x x
x


 


 

 


　　　　   　　

　　　　　　

　　　　

 

在点 0x  处的连续性。 

解  因     
1

0 0
0 0 lim lim 0x

x x
f f x e

  
     

   
0 0

1
0 0 lim lim sin 0

x x
f f x x

x  
     

 0 0f   
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即有      0 0 0 0 0f f f    ，故  f x 在点 0x  连续. 

特训题 29、 讨论函数 

ln(1 )
0

1
( ) 0

2

1 1
0

x
x

x

f x x

x
x

x

　　　　　  

　　　　         　   

　　　   　

ìï -ï <ïïïïïï= =í
ïïïï + -ïï >ïïî

 

在点 0x  的连续性. 

解   
1

0 0

ln(1 )
0 0 lim lim ln(1 ) 1x

x x

x
f x

x  


       

 
0 0

1 1 1 1
0 0 lim lim

21 1x x

x
f

x x
  

 
   

 
 

因    0 0 0 0f f   ，因而  
0

lim
x

f x


不存在，故  f x 在点 0x  不连续. 

特训题 30、 设

sin
0

( )

0

x
x

f x x

k x

　　  

　　　    

ìïï ¹ï= í
ïï =ïî

在 0x = 处连续，求常数 k. 

解  ∵  
0 0

sin
lim lim 1
x x

x
f x

x 
   

 0f k ，由连续性可知 1k   

特训题 31、求函数
3 1

( )
1

x
f x

x





的间断点，并确定其类型. 

解 显然 1x  是间断点，由于 

  
3 3

1 1 3 23 3

1 1
lim lim

1 1 1
x x

x x

x x x x
 

 

   
＝  

＝
3 21 3

1 1
lim

31x x x


 
 

所以 1x  是  f x 的可去间断点. 

特训题 32、 求函数
 

2

2

2
( )

4

x x
f x

x x





的间断点，并确定其类型. 

解 所给函数在点 0x  ，-2，2 没有定义，因此 0x  ，-2，2 是所给函数的间断点.下面确定它们的类型. 

对于 0x  ，由于 

0

( 2) 1
(0 0) lim

( 2)( 2) 2x

x x
f

x x x


   

  
，

0

( 2) 1
(0 0) lim

( 2)( 2) 2x

x x
f

x x x


  

 
 

故 0x  是第一类间断点，且为跳跃间断点. 

对于 2x   ，由于 
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2

( 2)
( 2 0) ( 2 0) lim

( 2)( 2)x

x x
f f

x x x


       

 
 

故 2x   是第二类间断点，且为无穷间断点. 

对于 2x  ，由于 

2

( 2) 1
(2 0) (2 0) lim

( 2)( 2) 4x

x x
f f

x x x


     

 
 

故 2x  是第一类间断点，且为可去间断点.若补充定义
1

(2)
4

f  ，则  f x 在 2x  连续. 

特训题 33、 设 ( )f x 在 ( , )  内有定义，且 lim ( )
x

f x a


  

1
0

( )

0               0

f x
g x x

x

  
  

  
 

　 
 

则下列结论中正确的是（  ） 

(A) 0x  必是 ( )g x 的第一类间断点 

(B) 0x  必是 ( )g x 的第二类间断点 

(C) 0x  必是 ( )g x 的连续点 

(D) ( )g x 在 0x  处的连续性与 a 的取值有关 

解 
0 0

1
lim ( ) lim lim ( )
x x t

g x f f t a
x  

 
   

 
 

∴ 0a  时 0x  是 ( )g x 的连续点， 0a  时， 0x  是 ( )g x 的可去间断点故选 D. 

特训题 34、 求
0

sin
lim arctan
x

x

x

 
 
 

. 

解 因
0

sin
lim 1
x

x

x
 ，而函数 arctany u 在点 1u  连续，所以 

 

 

0 0

sin sin
lim arctan arctan lim arctan1

4x x

x x

x x



 

   
    

   
＝  

特训题 35、 设 ( )f x 在 x=2处连续，且 (2) 3f  ，求
22

1 4
lim ( )

2 4x
f x

x x

 
   

. 

解 由于 ( )f x 在 x=2处连续，且 (2) 3f  ，所以
2

lim ( ) 3
x

f x


  

则
2 22 2 2

1 4 ( 2) 4 1
lim ( ) lim ( ) lim ( )

2 24 4x x x

x
f x f x f x

x xx x  

  
     

=  

＝
2 2

1 3
lim ( ) lim

2 4x x
f x

x 



  
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特训题 36、 设 ( )f x 在[ ]a b， 上连续，且 ( )f a a ， ( )f b b ，证明： ( )f x x 在 ( )a b， 内至少有一个根. 

证  令 ( ) ( )g x f x x  ，可知 ( )g x 在[ ]a b， 上连续， 

( ) ( ) 0g a f a a    

( ) ( ) 0g b f b b    

由介值定理的推论，可知 ( )g x 在 ( )a b， 内至少有一个零点，即 ( )f x x 在 ( )a b， 内至少有一个根. 

特训题 37、 求证：方程 4 cosx xe e x   在 ( , )  内恰有两个根. 

证  令 ( ) cos 4x xf x e e x    ，它是偶函数，所以只需讨论 ( )f x 在 (0, ) 内恰有一个根. 

(0) 3 0f    ， 2 2(2) cos2 4 0f e e      

( )f x 在  0,2 上连续，根据介值定理推论，至少有一个 (0,2)  ，使 ( ) 0f   . 

又因为  ( ) sin 0 0x xf x e e x x      ，所以 ( )f x 在 (0, ) 内单调增加，因此， ( )f x 在 (0, ) 内最多只有一

个零点，于是 ( )f x 在 (0, ) 内恰有一个零点，由偶函数的对称性， ( )f x 在 ( , )  内恰有两个零点，也即所给方程

在 ( , )  内恰有两个根. 

 

 

特训题 38、 设      f x x a g x  ，其中  g x 在点 a 处连续，求  f a 。 

解 没有假设  g x 可导，所以不能用导数的乘法公式，我们就用导数的定义 

 
        0

lim lim
x a x a

f x f a x a g x
f a

x a x a 

  
  

 
 

      = l i m
x a

g x g a


 。 

特训题 39、 曲线    sin lnxy y x x   在点  0,1 处的切线方程为  . 

解： 1y x  . 

分析：设 ( , ) sin( ) ln( )F x y xy y x x    ，斜率

1
cos( ) 1

1
cos( )

x

y

y xy
F y x

k
F

x xy
y x


 


  




，在 (0,1) 处， 1k  ，所以切线

方程为 1y x  ，即 1y x   

特训题 40、 讨论函数 

 
0

0

x x
y f x x

x x

 
   


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在
0 0x  处连续性与可导性。 

解 函数  y f x x  在
0 0x  处连续，因为  0 0f   

   
0 0

lim lim 0
x x

f x f x
  

    

 
0 0

lim lim 0
x x

f x x
  

   

则     
0

l i m 0 0
x

x f


   

但是，在
0 0x  处  f x 没有导数，因为 

 
0 0

0 0
0 lim lim

x x

xy
f

x x 
   

 
  

 
 

    
0 0

lim lim 1
x x

x x

x x    

 
   

 
 

 
0 0

0 0
0 lim lim

x x

xy
f

x x 
   

 
  

 
 

0 0
lim lim 1
x x

x x

x x    

 
  

 
 

 

   0 0f f 
  曲线 y x 在原点的切线不存在（见上图）。 

特训题 41、 设函数 

 
2 1

1

x x
f x

ax b x

 
 

 

　　　　 　

　　　
 

试确定 a b、 的值，使  f x 在点 1x  处可导。 

解可导一定连续，  f x 在 1x  处也是连续的， 

由       2

1 1
1 0 lim lim 1

x x
f f x x

  
     

         
1 1

1 0 lim lim
x x

f f x ax b a b
  

       

要使  f x 在点 1x  处连续，必须有 1a b  或 1b a   

又  
   

 
2

1 1 1

1 1
1 lim lim lim 1 2

1 1x x x

f x f x
f x

x x  
  

 
     

 
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 
     

1 1 1

1 11
1 lim lim lim

1 1 1x x x

f x f a xax b
f a

x x x  
  

  
    

  
 

要使  f x 在点 1x  处可导，必须    1 1f f 
  ，即2 a  

故当 2 1 1 2 1a b a      ， 时，  f x 在点 1x  处可导。 

特训题 42、求下列函数的导数： 

（1） 2 21 ln( 1 )y x x x         （2） 2 2cot arccos 1y x x    

解 （1）       2 2 2 21 ln 1 1 ln 1y x x x x x x


          

＝  2 2

2 2 2

1
ln 1 1 1

1 1 1

x x
x x x

x x x x

  
       

      

  

＝  2

2
ln 1 1

1

x
x x

x
  


 

（2）    2 2cot arccos 1y x x


     

＝ 2

2 2

1 ( )
2cot csc

1 1 1

x
x x

x x


 

  
  

＝
3 2

2cos

sin 1

x x

x x x

 
  
  

 

特训题 43、 求下列函数的微分 

（1）
2

sinxy e x         （2）
ln cot

sin

x x
y

x


  

解 （1）
2 2 2 2cos

sin sin 2 sin
2

x x x xx
dy xde e d x xe xdx e dx

x
      

2 cos
2 sin

2

x x
e x x dx

x

 
   

 
 

（2）
2

sin (ln cot ) (ln cot ) sin

(sin )

xd x x x x d x
dy

x

  
  

＝ 21 1
csc cos (ln cot )

sin
x dx x x x dx

x x

 
   

 
 

＝ 31
csc cos ln cos cot

sin
x x x x x dx

x x

 
   

 
 

特训题 44、 设 ( ) ( 1)( 2) ( 100)f x x x x x    ，求 (50)f  . 

解 令  ( ) ( 1 ) ( 2 ) ( 4 9 ) ( 5 1 ) ( 1 0 0 )g x x x x x x x        
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则    ( ) ( 5 0 ) ( )f x x g x   

因此   ( ) ( ) ( 5 0 ) ( )f x g x x g x     

50 2(50) (50) (50!)( 1) (50!) (50!)f g      

特训题 45、 设 ( )f x 可微， ( )(ln ) f xy f x e ，求 dy. 

解     ( ) ( )( l n ) ( l n )f x f xd y f x d e e d f x   

＝ ( ) ( )1
( ) (ln ) (ln )f x f xf x e f x dx f x e dx

x
   

＝ ( ) 1
( ) (ln ) (ln )f xe f x f x f x dx

x

 
  

 
 

特训题 46、设 ( )y y x 由方程 2 2arctan( ) xx y ye  所确定，求
dy

dx
和dy . 

解一 对方程两边关于 x 求导，y 看作 x 的函数，按中间变量处理. 

 
2

2 2

1
(2 2 )

21

x xy
x yy y e e

xx y

   

 

 

   
2 2

2 2 2 2

2 2

21 1

x xy y x
y e e

xx y x y

 
    
 
     

 

 

 

 

 

2
2 2 2

2 2

2
2 2

2
2 2

2

2 1 41

2
4 2 1

1

x

x

x x

y x
e

x ye x y xxx y
y

y
e y x x x y e

x y

  
        

 
   

   

 

于是，
 

 

2
2 2

2
2 2

1 4

4 2 1

x

x

ye x y xx

dy dx

y x x x y e

 
  

  
 

  
  

 

解二 对方程两边求微分，根据一阶微分形式不变性. 

2 2arctan( ) xd x y d ye   
    

 

 
 2 2

2
2 2

1

1

x xd x y e dy yde

x y

  

 

 

 
 

2
2 2

2

21

x xy
xdx ydy e dy e dx

xx y

  

 

 

   
2 2

2 2 2 2

2 2

21 1

x xy y x
e dy e dx

xx y x y

   
   

  
   
         
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 

 

 

 

2 2
2 2 2 2

2 2
2 2 2 2

4 2 1 1 4

2 1 2 1

x xy x x x y e ye x y xx

dy dx

x x y x x y

   
     

      
   
   

      

 

 

 

2
2 2

2
2 2

1 4

4 2 1

x

x

ye x y xx

dy dx

y x x x y e

 
  

  
 

  
  

 

于是  
 

 

2
2 2

2
2 2

1 4

4 2 1

x

x

ye x y xx
dy

dx
y x x x y e

 
  

  
 

  
  

 

特训题 47、 求 3
2

( 1)( 2)

( 1)( )x

x x x
y

x e x

 


 
的导数 y. 

解  21
l n l n l n ( 1 ) l n ( 2 ) l n ( 1 ) l n ( )

3

xy x x x x e x         
 

 

对 x 求导，得 

2

1 1 1 1 1 2 1

3 1 2 1

x

x

x e
y

y x x x x e x

 
      

    

 

因此， 3
2 2

1 ( 1)( 2) 1 1 1 2 1

3 1 2( 1)( ) 1

x

x x

x x x x e
y

x x xx e x x e x

   
      

     

 

特训题 48、设

3

2

ln(1 )

sin

x t

y t t

ìï = +ï
í
ï =ïî

，求
dy

dx
. 

解 
2

2

3

2 sin cos

3

1

dy

dy t t t tdt
dxdx t

dt t

+
= =

+

 

( )( ) ( )( )3 2 3

2

1 2 sin cos 1 2sin cos

33

t t t t t t t t t

tt

+ + + +
= =  

特训题 49、证明曲线
1

( 0)y x
x

  上任一点 0
0

1
,x
x

 
 
 

处切线与两坐标轴所围成的直角三角形面积恒为 2. 

证 所求切线方程为  02
0 0

1 1
y x x

x x


    

令 0y  ，得切线截 x 轴的截距 02X x ， 

令 0x  ，得切线截 y 轴的截距
0

2
Y

x
 ， 
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直角三角形面积 0
0

1 1 2
(2 ) 2

2 2
S XY x

x

 
   

 
 

特训题 50、求曲线

2

3

1x t

y t

ìï = +ï
í
ï =ïî

在 2t = 处的切线方程. 

解 2
0 1 2 5x    ，

3
0 2 8y   .

23 3

2 2

dy t
t

dx t
= =  

2

3
t

dy

dx =

= ，故切线方程为 8 3( 5)y x- = -  

即 3 7 0x y- - =  

特训题 51、设函数 y=y(x)由参数方程








)1ln(

,22

ty

ttx
确定，则曲线 y=y(x)在 x=3 处的法线与 x 轴交点的横坐标是     

(A)  32ln
8

1
 .            (B)  32ln

8

1
 .   

(C)  32ln8  .          (D)  32ln8  .                       [  A  ] 

【详解】 当 x=3 时，有 322  tt ，得 3,1  tt （舍去，此时 y 无意义），于是 

         
8

1

22

1
1

11





 tt t

t

dx

dy
，可见过点 x=3(此时 y=ln2)的法线方程为： 

               )3(82ln  xy ， 

令 y=0, 得其与 x 轴交点的横坐标为： 32ln
8

1
 , 故应(A). 

特训题 52、设函数 ( )y x 由参数方程  

3

3

3 1

3 1

x t t

y t t

   


  

 确定 , 则曲线 ( )y y x 向上凸的 x 取值范围为

___________________ 

【分析】判别由参数方程定义的曲线的凹凸性，先用由 
( )

( )

x x t

y y t





  

定义的 

2

2 3

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ))

d y y t x t x t y t

dx x t

   



 求出二阶导数,再由 

2

2
0

d y

dx
  确定x 的取值范围. 

【详解】 

2 2

2 2 2

3 3 1 2
1

3 3 1 1

dy

dy t tdt
dxdx t t t

dt

 
    

  
, 

               

2

2 2 2 2 3

2 1 4
1

1 3 ( 1 ) 3 ( 1 )

d y d d y d t t

d t d x d xd x t t t

   
       

     
, 

令 

2

2
0

d y

dx
     0t  . 
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又 
3 3 1x t t    单调增, 在 0t  时, ( ,1)x  。( 0t  时， 1x   x ( ,1] 时，曲线凸.) 

 

特训题 53、设  f x 在  0，3 上连续，在  0，3 内可导，且      0 1 2 3f f f   ，  3 1f  ，试证：必存在

   0，3 ，使   0f   。 

证 ( )f x 在  0，3 上连续， ( )f x 在  0，2 上连续，且有最大值 M 和最小值 m ,于是 (0)m f M  ；

(1)m f M  ； (2)m f M  ，故  
1

(0) (1) (2)
3

m f f f M    。 

由连续函数介值定理可知，至少存在一点  c 0，2 ，使得 

   
1

(0) (1) (2) 1
3

f c f f f     

因此    3f c f ，且  f x 在  c，3 上连续，  c，3 内可导，由罗尔定理得出必存在    0 3  c，3 ， ，使得

  0f   。 

特训题 54、 设  f x 在  0，1 上连续，在  0 1，内可导，且    
2
3

1

3 0f x dx f . 

求证：存在 ( )0，1x Î 使 ( ) 0f x¢ =  

证  由积分中值定理可知，存在 c，使得    
2
3

1 2
1

3
f x dx f c

 
  

 
  

得到        
2
3

1

3 ( 0 )f c f x d x f   

对  f x 在  0 c， 上用罗尔定理（三个条件都满足）， 

故存在 ( )0 (01)c， ，x 翁 ，使 ( ) 0f x¢ =  

 

特训题 55、设 0x > ，试证： ln(1 )
1

x
x x

x
< + <

+
. 

证 令 ( ) ln(1 )f t t= + ，它在[ ]0, x 上满足拉格朗日中值定理条件， 

∵
1

( )
1

f t
t

¢ =
+

，∴ [ ]
1

ln(1 ) ln1 0
1

x x
x

+ - = -
+

， (0 )xx< <  

因此    l n ( 1 )
1

x
x

x
+ =

+
  ( 0 )xx< <  

于是    l n ( 1 )
1

x
x x

x
< + <

+
  成立. 

特训题 56、 设不恒为常数的函数  f x 在 a b， 上连续，  a b， 内可导，且    f a f b ，证明 a b， 内至少

有一点ξ ，使得   0f   . 
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证 由题意可知存在 ( , )c a bÎ 使得      f c f a f b   

如果    f c f a ，则  f x 在  a c， 上用拉格朗日中值定理存在 1 ( , )a cx Î ，使  1

( ) ( )
0

f c f a
f

c a



  


 

如果    f b f c ，则  f x 在  c b， 上用拉格朗日中值定理存在 2 ( , )c bx Î ，使  2

( ) ( )
0

f b f c
f

b c



  


， 

因此，必有 ( , )a bx Î ，使得   0f    成立. 

特训题 57、 设 ( ) 0f x  ， (0) 0f = ，证明对任意 1 0x > ， 2 0x > 恒有 

1 2 1 2( ) ( ) ( )f x x f x f x+ < +  

证 不妨假设 1 2x x£ ，由拉格朗日中值定理有 

① 1 1 1 1( ) ( ) (0) ( 0) ( )f x f x f x f x¢= - = - ，  1 10 xx< <  

② [ ]1 2 2 1 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )f x x f x x x x f x¢+ - = + - ， 2 2 1 2x x xx< < + ，从而可知 1 2x x< ， 

∵ ( ) 0f xⅱ < ，∵ ( )f x¢ 单调减少，于是 1 2( ) ( )f fx xⅱ >  

这样由①②两式可知 1 1 2 2( ) ( ) ( )f x f x x f x> + -  

因此， 1 2 1 2( ) ( ) ( )f x x f x f x+ < +  成立. 

 

特训题 58、 设  f x 在  a b， 上连续，  a b， 内可导，且 0b a  ，证明：存在 ( , )a bx Î ， ( , )a bh Î 使

( )
( )

2

a b f
f

x
h

x

¢+
¢ = g  

证  考虑柯西中值定理（  g x 待定） 

 

 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )( )

( ) ( )

f f b f a f b a

g b g a g b g ag

x h

x

ⅱ - -
= =

¢ - -
 

最后一步是把分子用拉格朗日中值定理. 

再把欲证的结论变形， 

( ) ( ) ( )( )
2 22

f f f b a

a b b a

x h h

x

ⅱ ? -
= =

+ -
 

两式比较，看出令 ( ) 2g x x= 即可. 

类似地，欲证 ( )
( )2 2

23

fb ab a
f

x
h

x

¢+ +
¢ = g ，则取 ( ) 3g x x= 即可 

 

特训题 59、设函数  f x 在  0 1，上二阶可导，且      0 0 1 0f f f    ，  1 1f  . 
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求证：存在 ( )0，1x Î ，使得 ( ) 4f xⅱ ³  

证  先把  f x 在 0x = 处展成拉格朗日型余项的一阶泰勒公式 

        2

1

1
0 0

2!
f x f f x f x       

1( 0 )x   

再把  f x 在 1x = 处展成拉格朗日型余项的一阶泰勒公式 

         
2

2

1
1 1 1 1

2!
f x f f x f x         

2( 1 )x    

在上面两个公式中皆取
1

2
x = 则得 

 1

1 1

2 8
f f 
 

 
 

   
1

1
( 0 )

2
   

 2

1 1
1

2 8
f f 
 

  
 

   
2

1
( 1 )
2

   

两式相减，得    1 2 8f f    ，于是 1 2( ) ( ) 8f fx xⅱ ⅱ+ ?  

因此      { }1 2max ( ) , ( ) 4f fx xⅱ ⅱ ³  

亦即证明存在 ( )0，1x Î ，使 ( ) 4f xⅱ ³  

特训题 60、 设在 0,1 上   0f x  ，则  0f  ，  1f  ，    1 0f f 或    0 1f f 的大小顺序是（  ） 

（A）        1 0 1 0f f f f       （B）        1 1 0 0f f f f     

（C）        1 0 1 0f f f f       （D）        1 0 1 0f f f f     

解 选  B  

∵根据拉格朗日中值定理         1 0 1 0f f f f       

其中 0 1  ，又   0f x  ，∴  f x 单调增加 

因此，     1 ( ) 0f f f     

特训题 61、设函数 ( )f x 在  ,a b 上连续，在  ,a b 内可导，且满足 ( ) 0f a  ，如果 ( )f x 单调增加，求证
 

( )
f x

x
x a

 


在  ,a b 内单调增加. 

证  
     

 
2

( )
x a f x f x

x
x a


 

 


 

用拉格朗日中值定理 

( ) ( ) ( ) ( )( )f x f x f a f x a        ( )a x   
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于是      
   

( )
f x f

x
x a




 
 


 

∵  f x 是单调增加，∴  f x ＞  f   

因此    0x  ，则  x 在  ,a b 内单调增加 

 

特训题62、设函数 ( )f x 在 ( , )  内

连续，其导函数的图形如图所示，则 ( )f x 有

（  ） 

（A） 一个极小值点和两个极大值点 

（B） 两个极小值点和一个极大值点 

（C） 两个极小值点和两个极大值点 

（D） 三个极小值点和一个极大值点 

 

解 有三个驻点和一个不可导点，考察它们两侧导数的符号，用第一充分判别法可知，

最小驻点为极大值点，另一个较小驻点为极小值点，原点为不可导点是极大值点，最大的驻

点为极小值点，故应选 C

 

特训题 63、讨论  ( ) max 2 , 1f x x x 

的极值. 

解 

1
1       1

3
( )

1
2        1

3

x x

f x

x x x


   

 
   


或
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∴
1 2

=
3 3

f
 
 
 

为极小值 

特训题 64、  设 ( )f x 在 0x 邻域内有定义，且 

0

0

0

( ) ( )
lim

( )nx x

f x f x
k

x x®

-
=

-
，其中 n 为正整数， 0k ¹ 为常数，讨论（对 n） 0( )f x 是否为极值. 

解 0

0

( ) ( )
( )

( )n

f x f x
k x

x x
a

-
= +

-
，其中

0

lim ( ) 0
x x

xa
®

=  

0 0 0( ) ( ) ( ) ( )( )n nf x f x k x x x x xa- = - + -  

（ⅰ）若 n 为正偶数，当 0x x d- < （充分小）， 

则 0( ) ( )f x f x- 与 k 同号，当 k＞0， 0( )f x 为极小值；当 k＜0， 0( )f x 为极大值. 

（ⅱ）若 n 为正奇数，当 0x x d- < （充分小），则 0( ) ( )f x f x- 在 0x 两侧异号，所以 0( )f x 不是极值. 

特训题 65、设    
1

0
f x t t x dt  ，0 1x  ，求  f x 的极值、单调区间和凹凸区间. 

解：
1 1

2 2

0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x x

x x
f x t x t dt t t x dt tx t dt t tx dt            

2 3 3 2 3 3 3 31 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

02 3 3 2 2 3 3 2 3 2

xt t t t x x x x x
x x

x
             

3 31

6 3 2 6

x x x
   

3 1

3 2 3

x x
   . 

     
2 1

( )
2

f x x    ,令 ( ) 0f x  ，得
2

2
x   .因为0 1x  ，所以

2

2
x  . 

( ) 0f x  ，得   
2

1
2

x   

( ) 0f x  ，得    
2

0
2

x   

因此， ( )f x 的单调增区间是
2

( ,1)
2

；单调减区间是
2

(0, )
2

. 

由 ( ) 2f x x  ，可知 (0,1)为凹区间. 

由
2 2

( ) 0, ( ) 0,
2 2

f f   知
2 2 1

( )
2 6 3

f    为极小值. 

特训题 66、设
xxy )sin1(  ，则

x
dy   =  _________ . 

【分析】  本题属基本题型，幂指函数的求导（或微分）问题可化为指数函数求导或取对数后转化为隐函数求导. 

【详解】  方法一： 
xxy )sin1(  =

)sin1ln( xxe 
，于是 
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          ]
s i n1

c o s
)s i n1[ l n ()s i n1l n (

x

x
xxey xx


  ， 

从而     
x

dy = .)( dxdxy    

方法二： 两边取对数， )sin1ln(ln xxy  ，对 x 求导，得 

         
x

xx
xy

y s i n1

c o s
)s i n1l n (

1


 ， 

于是 ]
sin1

cos
)sin1[ln()sin1(

x

x
xxxy x


 ，故 

    
x

dy = .)( dxdxy    

特训题 67、   曲线
x

x
y

2

3

)1( 
 的斜渐近线方程为___________ 

【分析】  本题属基本题型，直接用斜渐近线方程公式进行计算即可. 

【详解】  因为 a= ,1
)1(

lim
)(

lim
2

3





 xx

x

x

xf

xx
 

           
2

3)1(
lim)(lim

2

3

2

3





 x

xx
axxfb

xx
， 

于是所求斜渐近线方程为 .
2

3
 xy  

【评注】 如何求垂直渐近线、水平渐近线和斜渐近线，是基本要求，应熟练掌握。这里应注意两点：1）当存在水

平渐近线时，不需要再求斜渐近线；2）若当 x 时，极限
x

xf
a

x

)(
lim


 不存在，则应进一步讨论 x 或 x

的情形，即在右或左侧是否存在斜渐近线，本题定义域为 x>0，所以只考虑 x 的情形. 

特训题 68、当 0x 时， 2)( kxx  与 xxxx cosarcsin1)(  是等价无穷小，则 k=  _________ 

【分析】 题设相当于已知 1
)(

)(
lim

0


 x

x

x 


，由此确定 k 即可. 

【详解】  由题设，
200

cosarcsin1
lim

)(

)(
lim

kx

xxx

x

x

xx




 


 

               =
)cosarcsin1(

cos1arcsin
lim

20 xxxkx

xxx

x 




 

=
k2

1
1

4

3cos1arcsin
lim

20




 kx

xxx

x
，得 .

4

3
k  

【评注】 无穷小量比较问题是历年考查较多的部分，本质上，这类问题均转化为极限的计算. 

特训题 69、设函数 n
n

n
xxf

3
1lim)( 


，则 f(x)在 ),(  内 

(A)  处处可导.                (B)  恰有一个不可导点. 

(C)  恰有两个不可导点.        (D)  至少有三个不可导点.           [      ] 

【分析】 先求出 f(x)的表达式，再讨论其可导情形. 

【详解】  当 1x 时， 11lim)(
3




n
n

n
xxf ； 
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          当 1x 时， 111lim)( 


n

n
xf ； 

当 1x 时， .)1
1

(lim)(
3

1

3

3
x

x
xxf n

nn



 

即

.1

,11

,1

,

,1

,

)(
3

3

















x

x

x

x

x

xf    可见 f(x)仅在 x= 1 时不可导，故应选(C). 

【评注】 本题综合考查了数列极限和导数概念两个知识点. 

特训题 70、设函数 ,

1

1
)(

1 



x

x

e

xf 则 

(A)  x=0,x=1 都是 f(x)的第一类间断点.  

（B）  x=0,x=1 都是 f(x)的第二类间断点. 

(C)   x=0 是 f(x)的第一类间断点，x=1 是 f(x)的第二类间断点. 

(D) x=0 是 f(x)的第二类间断点，x=1 是 f(x)的第一类间断点.      [     ] 

【分析】  显然 x=0,x=1 为间断点，其分类主要考虑左右极限. 

【详解】  由于函数 f(x)在 x=0,x=1 点处无定义，因此是间断点. 

且  


)(lim
0

xf
x

，所以 x=0 为第二类间断点； 

    0)(lim
1




xf
x

， 1)(lim
1




xf
x

，所以 x=1 为第一类间断点，故应选(D). 

【评注】 应特别注意： 
 1

lim
1 x

x

x
， .

1
lim

1


 x

x

x
 从而 

 

1

1
lim x

x

x
e ， .0lim 1

1


 

x

x

x
e  

特训题 71、 若 0x 时， 1)1( 4

1

2  ax  与 xxsin 是等价无穷小，则 a=           . 

【分析】 根据等价无穷小量的定义，相当于已知 1
sin

)1(
lim

4

1

2

0




 xx

ax

x
，反过来求 a. 注意在计算过程中应尽可能地应

用无穷小量的等价代换进行化简. 

【详解】  当 0x 时，
24

1

2

4

1
~1)1( axax  ，

2~sin xxx . 

于是，根据题设有  1
4

14

1

lim
sin

)1(
lim

2

2

0

4

1

2

0








a

x

ax

xx

ax

xx
，故 a=-4. 

特训题 72、 设函数 y=f(x)由方程
4ln2 yxxy  所确定，则曲线 y=f(x)在点(1,1)处的切线方程是         . 

【分析】 先求出在点(1,1)处的导数，然后利用点斜式写出切线方程即可. 

【详解】  等式
4ln2 yxxy  两边直接对 x 求导，得 

          yy
x

yxy  34
2

， 

将 x=1,y=1 代入上式，有 .1)1( y  故过点(1,1)处的切线方程为 

          )1(11  xy ，即    .0 yx  

特训题 73、 
xy 2 的麦克劳林公式中

nx 项的系数是  _______________ 
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【分析】  本题相当于先求 y=f(x)在点 x=0 处的 n 阶导数值 )0()(nf ，则麦克劳林公式中 nx 项的系数是

__________________ 

【详解】  因为 2ln2xy  ， 2)2(ln2xy  ， nxxy )2(ln2, )(  ，于是有 

  
nny )2( l n)0()(  ，故麦克劳林公式中 nx 项的系数是 .

!

)2(ln

!

)0()(

nn

y nn

  

特训题 74 设 }{},{},{ nnn cba 均为非负数列，且 0lim 


n
n

a , 1lim 


n
n

b , 


n
n

clim ,则必有 

(A) 
nn ba  对任意 n 成立.            (B) 

nn cb  对任意 n 成立. 

(C)  极限 nn
n

ca


lim 不存在.             (D) 极限 nn
n

cb


lim 不存在.       [     ] 

【分析】 本题考查极限概念，极限值与数列前面有限项的大小无关，可立即排除(A),(B)； 而极限 nn
n

ca


lim 是 0 型

未定式，可能存在也可能不存在，举反例说明即可；极限 nn
n

cb


lim 属 1 型，必为无穷大量，即不存在. 

【详解】 用举反例法，取
n

an

2
 ， 1nb ， ),2,1(

2

1
 nncn

，则可立即排除(A),(B),(C)，因此正确选项为(D). 

 

 

 

特训题 75 设函数 

,0

,0

,0

,

4
sin

1

,6

,
arcsin

)1ln(

)(
2

3





























x

x

x

x
x

axxe

xx

ax

xf
ax

 

问 a 为何值时，f(x)在 x=0 处连续；a 为何值时，x=0 是 f(x)的可去间断点？ 

【分析】 分段函数在分段点 x=0 连续，要求既是左连续又是右连续，即 

         ).00()0()00(  fff  

【详解】  
xx

ax

xx

ax
xff

xxx arcsin
lim

arcsin

)1ln(
lim)(lim)00(

3

0

3

00 







 
 

                  =
11

3
lim

1

1
1

3
lim

2

2

0

2

2

0 





  x

ax

x

ax

xx
 

                  = .6

2

1

3
lim

2

2

0
a

x

ax

x





 

4
sin

1
lim)(lim)00(

2

00 x
x

axxe
xff

ax

xx




 
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         = .42
2

2
lim4

1
lim4 2

0
2

2

0






 

a
x

axae

x

axxe ax

x

ax

x

 

令 )00()00(  ff ，有 426 2  aa ，得 1a 或 2a . 

当 a=-1 时， )0(6)(lim
0

fxf
x




，即 f(x)在 x=0 处连续. 

当 a=-2 时， )0(12)(lim
0

fxf
x




，因而 x=0 是 f(x)的可去间断点. 

【评注】 本题为基本题型，考查了极限、连续与间断等多个知识点，其中左右极限的计算有一定难度，在计算过程

中应尽量利用无穷小量的等价代换进行简化. 

特训题 76、设函数 y=y(x)由参数方程 )1(
,21

ln21

1

2














 t

du
u

e
y

tx
t

u 所确定，求 .
92

2

xdx

yd
 

【分析】 本题为参数方程求二阶导数，按参数方程求导的公式进行计算即可. 注意当 x=9 时，可相应地确定参数 t

的取值. 

【详解】由
t

et

tt

e

dt

dy t

ln21

22

ln21

ln21









， t
dt

dx
4 ， 

得      ,
)ln21(24

ln21

2

t

e

t

t

et

dt

dx
dt

dy

dx

dy


  

所以   

dt

dxdx

dy

dt

d

dx

yd 1
)(

2

2

 =
ttt

e

4

12

)ln21(

1

2 2





  

           = .
)ln21(4 22 tt

e


  

当 x=9 时，由
221 tx  及 t>1 得 t=2, 故 

   .
)2ln21(16)ln21(4 222292

2









e

tt

e

dx

yd

tx
 

特训题 77、设
2

( 1)
( ) lim

1n

n x
f x

nx





, 则 ( )f x 的间断点为 x      . 

【分析】本题属于确定由极限定义的函数的连续性与间断点.对不同的 x ,先用求极限的方法得出 ( )f x 的表达式, 再

讨论 ( )f x 的间断点. 

【详解】显然当 0x  时, ( ) 0f x  ;  

当 0x  时, 
2 2

2

1
(1 )

( 1) 1
( ) lim lim

11n n

x
n x xnf x
nx x x

x
n

 




   




, 



Generated by Unregistered Batch DOC TO PDF Converter 2011.3.124.1481, please register! 

 

所以  ( )f x

0 , 0

1
, 0

x

x
x




 




, 

因为  
0 0

1
lim ( ) lim (0)
x x

f x f
x 

     

故    0x  为 ( )f x 的间断点. 

特 训 题 78 、 设函 数 ( )y x 由 参 数 方 程  

3

3

3 1

3 1

x t t

y t t

   


  

 确 定 , 则 曲 线 ( )y y x 向 上 凸 的 x 取 值 范围 为

______________________ 

【分析】判别由参数方程定义的曲线的凹凸性，先用由 
( )

( )

x x t

y y t





  

定义的 

2

2 3

( ) ( ) ( ) ( )

( ( ))

d y y t x t x t y t

dx x t

   



 求出二阶导数,再由 

2

2
0

d y

dx
  确定x 的取值范围. 

【详解】 
2 2

2 2 2

3 3 1 2
1

3 3 1 1

dy

dy t tdt
dxdx t t t

dt

 
    

  
, 

               

2

2 2 2 2 3

2 1 4
1

1 3 ( 1 ) 3 ( 1 )

d y d d y d t t

d t d x d xd x t t t

   
       

     
, 

令 

2

2
0

d y

dx
     0t  . 

又 
3 3 1x t t    单调增, 在 0t  时, ( ,1)x  。( 0t  时， 1x   x ( ,1] 时，曲线凸.) 

特训题 79、把 0x  时的无穷小量 2

0
cos

x
t dt   , 

2

0
tan

x
t dt   , 

3

0
sin

x
t dt   排列起来, 使排在后面的是前

一个的高阶无穷小, 则正确的排列次序是 

（A） , , .                  （B） , , .    

（C） , , .                  （D） , , .                        （  ） 

【分析】对与变限积分有关的极限问题，一般可利用洛必塔法则实现对变限积分的求导并结合无穷小代换求解. 

【详解】 

3

0

20 0

0

sin
lim lim

cos

x

x
x x

t dt

t dt



  





  

              

3

2

2
0

1
sin

2
lim

cosx

x
x

x



  

              

3

2

0 0
lim lim 0

22x x

x x

x
  

   , 
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即 o( )  . 

又  

2

0

0 0 3

0

tan
lim lim

sin

x

xx x

tdt

t dt



  






2

3
0 0

2

tan 2 2
lim lim 0

11
sin

22

x x

x x x

xx
x

  


  



, 

即 o( )  . 

从而按要求排列的顺序为  、、 , 故选（B）. 

特训题 80、设 ( ) (1 )f x x x  , 则 

（A） 0x  是 ( )f x 的极值点, 但(0, 0)不是曲线 ( )y f x 的拐点. 

（B） 0x  不是 ( )f x 的极值点, 但(0, 0)是曲线 ( )y f x 的拐点. 

（C） 0x  是 ( )f x 的极值点, 且(0, 0)是曲线 ( )y f x 的拐点. 

（D） 0x  不是 ( )f x 的极值点, (0 , 0)也不是曲线 ( )y f x 的拐点.   （      ） 

【分析】求分段函数的极值点与拐点， 按要求只需讨论 0x  两方 ( )f x , ( )f x 的符号. 

【详解】 ( )f x 
(1 ) , 1 0

(1 ), 0 1

x x x

x x x

    


  
, 

         ( )f x 
1 2 , 1 0

1 2 , 0 1

x x

x x

    

  

, 

         ( )f x 
2 , 1 0

2 , 0 1

x

x

  

  

, 

从而 1 0x   时, ( )f x 凹, 1 0x  时, ( )f x 凸, 于是(0, 0)为拐点. 

又 (0) 0f  , 0 1x  、时, ( ) 0f x  , 从而 0x  为极小值点. 

所以, 0x  是极值点, (0, 0) 是曲线 ( )y f x 的拐点, 故选（C）. 

特训题 81、设函数 ( )f x 连续, 且 (0) 0f   , 则存在 0  , 使得 

（A） ( )f x 在 (0, ) 内单调增加. 

（B） ( )f x 在 ( , 0) 内单调减小. 

（C）对任意的 (0, )x  有 ( ) (0)f x f . 

（D）对任意的 ( , 0)x   有 ( ) (0)f x f .                         (    ) 

【分析】可借助于导数的定义及极限的性质讨论函数 ( )f x 在 0x  附近的局部性质. 

【详解】由导数的定义知 
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0

( ) (0)
(0) lim 0

0x

f x f
f

x


  


, 

由极限的性质, 0  , 使 x  时, 有 

              
( ) ( 0 )

0
f x f

x


  

即 0x   时, ( ) (0)f x f ， 

  0x   时, ( ) (0)f x f , 

故选（C）. 

特训题 82、求极限
30

1 2 cos
lim 1

3

x

x

x

x

  
  

   

. 

【分析】此极限属于
0

0
型未定式.可利用罗必塔法则,并结合无穷小代换求解. 

【详解 1】 原式

2 cos
ln

3

30

1
lim

x
x

x

e

x

 
 
 




  

              
20

2 c o s
ln

3
lim
x

x

x

 
 
   

              
20

l n 2 c o s l n 3
l i m
x

x

x

 


（ ）
 

              
0

1
s i n

2 c o sl i m
2x

x
x

x

 


（ ）
 

              
0

1 1 s i n 1
l i m

2 2 c o s 6x

x

x x
    


 

【详解 2】 原式

2 cos
ln

3

30

1
lim

x
x

x

e

x

 
 
 




  

              
20

2 c o s
ln

3
lim
x

x

x

 
 
   

              
20

c o s 1
ln

3lim
x

x

x






（1 ）
 

              
20

c o s 1 1
l i m

3 6x

x

x


    

特训题 83、设函数 ( )f x 在（ ,  ）上有定义, 在区间 [0 , 2]上, 
2( ) ( 4)f x x x  , 若对任意的 x 都满足

( ) ( 2)f x k f x  , 其中k 为常数. 

(Ⅰ)写出 ( )f x 在[ 2, 0] 上的表达式; 

(Ⅱ)问 k 为何值时, ( )f x 在 0x  处可导. 
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【分析】分段函数在分段点的可导性只能用导数定义讨论. 

【详解】(Ⅰ)当 2 0x   ,即0 2 2x   时, 

           ( ) ( 2)f x k f x  2( 2)[( 2) 4] ( 2)( 4)k x x kx x x       . 

(Ⅱ)由题设知 (0) 0f  . 

           

2

0 0

( ) (0) ( 4)
(0) lim lim 4

0x x

f x f x x
f

x x 
 

 
    


 

           
0 0

( ) (0) ( 2)( 4)
(0) lim lim 8

0x x

f x f kx x x
f k

x x 
 

  
   


. 

令 (0) (0)f f 
  , 得

1

2
k   . 

即当
1

2
k   时, ( )f x 在 0x  处可导. 

 

 

特训题 84、设 2e a b e   , 证明 2 2

2

4
ln ln ( )b a b a

e
   . 

【分析】文字不等式可以借助于函数不等式的证明方法来证明,常用函数不等式的证明方法主要有单调性、极值和最

值法等. 

【详证 1】设 2

2

4
( ) lnx x x

e
   , 则 

2

ln 4
( ) 2

x
x

x e
    

      
2

1 l n
( ) 2

x
x

x



  , 

所以当 x e 时, ( ) 0x  , 故 ( )x 单调减小, 从而当
2e x e  时,  

                  
2

2 2

4 4
( ) ( ) 0x e

e e
      , 

即当
2e x e  时, ( )x 单调增加. 

因此, 当
2e a b e   时, ( ) ( )b a  , 即 

                  
2 2

2 2

4 4
ln lnb b a a

e e
    

故                
2 2

2

4
ln ln ( )b a b a

e
   . 

【详证 2】设
2 2

2

4
( ) ln ln ( )x x a x a

e
     , 则 

2

ln 4
( ) 2

x
x

x e
    

      
2

1 l n
( ) 2

x
x

x



  , 

 x e 时, ( ) 0x  ( )x  , 从而当
2e x e  时,  
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2

2 2

4 4
( ) ( ) 0x e

e e
      , 

2e x e   时, ( )x 单调增加. 

2e a b e    时, ( ) ( ) 0x a   。令 x b 有 ( ) 0b   

即                
2 2

2

4
ln ln ( )b a b a

e
   . 

 

  【详证 3】证 对函数 2ln x在[ , ]a b 上应用拉格朗日定理, 得 

                  
2 2 2ln

ln ln ( )b a b a



   , a b  . 

设
ln

( )
t

t
t

  , 则
2

1 ln
( )

t
t

t



  , 

当 t e 时, ( ) 0t  , 所以 ( )t 单调减小, 

从而 2( ) ( )e   , 即 

                  

2

2 2

ln ln 2e

e e




  , 

故                
2 2

2

4
ln ln ( )b a b a

e
    

 

特训题 85、曲线
4sin

5 2cos

x x
y

x x





的水平渐近线方程为______________ 

4sin
1

1
lim lim

2cos 5
5

x x

x

xy
x

x

 



 



  

 

 

特训题 86、设函数

2

3

0

1
sin , 0

( )

, 0

x

t dt x
f x x

a x




 





 在 x=0 处连续，则 a=___________ 

2

20 0

( ) 1
lim ( ) lim

3 3x x

sm x
f x

x 
   

 

 

特训题 87、设函数 ( )y y x 由方程 1 yy xe  确定，则
0x

dy

dx 
 ______________ 

  当 x=0 时，y=1， 

  又把方程每一项对 x 求导，
y yy e xe y     



Generated by Unregistered Batch DOC TO PDF Converter 2011.3.124.1481, please register! 

 

  
0 0

1

(1 )
1x x

y

y
y y

y

e
y xe e y e

xe 


       


 

 

 

特训题 88、设函数 ( )y f x 具有二阶导数，且 ( ) 0, ( ) 0,f x f x x    为自变量 x 在点 x0 处的增量，

0( )y dy f x x 与 分别为 在点 处对应增量与微分,若 0x  ，则（    ） 

 （A） 0 dy y      （B） 0 y dy    

 （C） 0y dy      （D） 0dy y    

 由 ( ) 0 ( )f x f x  可知 严格单调增加 

  ( ) 0 ( )f x f x  可知 是凹的 

 即知 

 

 

特训题 89、设函数 ( )g x 可微, 1 ( )( ) , (1) 1, (1) 2,g xh x e h g     则 g(1)等于（    ） 

 （A） ln3 1       （B） ln3 1   

 （C） ln 2 1       （D） ln 2 1  

∵ 1 ( )( ) ( ) g xh x g x e   ， 1 (1)1 2 ge   

特训题 90、试确定 A，B，C 的常数值，使 2 3(1 ) 1 ( )xe Bx Cx Ax o x     其中 3( )o x 是当
30x x 时比 的高阶无穷小. 

 解：泰勒公式
2 3

31 ( )
2 6

x x x
e x o x     代入已知等式得 

 

2 3
3 2 3[1 ( )][1 ] 1 ( )

2 6

x x
x o x Bx Cx Ax o x          

 整理得 

 
2 3 31 1

1 ( 1) ( ) ( ) 1 ( )
2 2 6

B
B x C B x C o x Ax o x

 
            

 
 

 比较两边同次幂函数得 

 B+1=A   ① 

C+B+
1

2
=0  ② 

1
0

2 6

B
C    ③ 

式②-③得 
1 2

0
2 3 3

B
B   则  

代入①得 
1

3
A   

代入②得 
1

6
C   
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特训题 91、设数列{ }nx 满足
10 x   ，

1 sin ( 1,2,3, )n nx x n     

 证明：（1）
1lim n

n
x 


存在，并求极限 

   （2）计算

2

1

1lim
nx

n

n
n

x

x





 
 
 

 

 证：（1）
2 1 2sin , 0 1, 2x x x n     因此  

   
1 sin ,{ }n n n nx x x x   单调减少有下界  0nx   

   根据准则 1， lim n
n

x A


 存在 

   在
1 sinn nx x  两边取极限得 sin 0A A A    

   因此 1lim 0n
n

x 


  

  （2）原式

2

1

sin
lim "1 "

nx
n

n
n

x

x





 
  

 
为 型  

    离散散不能直接用洛必达法则 

   先考虑  
2

20

1
1 s i n

l i m l n

0

s i n
l i m t

t
t

tt

t

t
e

t



 
 
 



 
 

 
 

   用洛必达法则

20

1 1 ( cos sin )
lim

sin2t

t t t

tt t

te






 

 

      

2 3
2 3

3 300

1 0( ) 0( )
2 6cos sin

limlim
2 2tt

t t
t t t t

t t t

t te e 

   
       

       

   

      

3 3

3
0

1 1
0( )

2 6 1
lim

2 6t

t t

te e

 
   
 



   

特训题 92、证明：当0 a b    时，
1

sin 2cos sin 2cosb b b b a a a
a




      

证：令 ( ) sin 2cosf x x x x x    

 只需证明0 a x    时, ( )f x 单调增加（严格） 

 ( ) sin cos 2sinf x x x x x       

   cos sinx x x     

( ) cos sin cos sin 0f x x x x x x x        

( )f x  单调减少（严格） 

又 ( ) cos 0f         

故 0 ( ) 0 ( )a x f x f x    时 则 单调增加（严格） 
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( ) ( )b a f b f a 由 则  得证 

特训题 93、已知曲线 L 的方程

2

2

1
( 0)

4

x t
t

y t t

  


 
 

（I）讨论 L 的凹凸性 

（II）过点( 1,0) 引 L 的切线，求切点
0 0( , )x y ，并写出切线的方程 

（III）求此切线与 L（对应
0x x 部分）及 x 轴所围的平面图形的面积 

解：（I）
4 2 2

2 , 4 2 , 1
2

dx dy dy t
t t

dt dt dx t t


       

  

2

2 2 3

1 2 1 1
0 ( 0 )

2

dy
d

d y dx
t

dxdx dt t t t

dt

 
 

           
 

处  

  ( 0L t 曲线 在 处)是凸 

 （II）切线方程为
2

0 1 ( 1)y x
t

 
    

 
，设 2

0 0 1x t  ， 2

0 0 04y t t  ， 

  则
2 2 2 3 2

0 0 0 0 0 0 0

0

2
4 1 ( 2),4 (2 )( 2)t t t t t t t

t

 
        

 
 

  得 2

0 0 0 0 0 02 0,( 1)( 2) 0 0 1t t t t t t          

  点为（2，3），切线方程为 1y x   

 （III）设 L 的方程 ( )x g y  

则  
3

0

( ) ( 1)S g y y dy      

 
2

2 4 0 2 4 2 4 1t t y y x y         解出t 得  

由于（2，3）在 L 上，由  
2

3 2 2 4 1 ( )y x x y g y      得 可知  

 
3

0

9 4 4 ( 1)S y y y dy      
   

3 3

0 0

(10 2 ) 4 4y dy ydy      

33 3
3

2 2

0
0 0

2
(10 ) 4 4 (4 ) 21 4 (4 )

3
y y yd y y           

8 64 2
21 3

3 3 3
      

特训题 94、当 0x  时，与 x 等价的无穷小量是 
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(A)  1 xe .   (B) ln(1 )x .  (C) 1 1x  .   (D) 1 cos x .  【   】 

【答案】 应选(B). 

【分析】 利用已知无穷小量的等价代换公式，尽量将四个选项先转化为其等价无穷小量，再进行比较分析找出正确

答案. 

【详解】当 0x  时，有1 ( 1) ~x xe e x     ； ln(1 ) ~x x ； 

1
1 1 ~

2
x x  ； 21 1

1 cos ~ ( ) .
2 2

x x x   可见应选(B). 

特训题 95、设函数 f(x)在 x=0 处连续，下列命题错误的是： 

(A) 若
0

( )
lim
x

f x

x
存在，则 f(0)=0.        (B) 若

0

( ) ( )
lim
x

f x f x

x

 
存在，则 f(0)=0.   

  (C)  若
0

( )
lim
x

f x

x
存在，则 (0)f  存在.   (D) 若

0

( ) ( )
lim
x

f x f x

x

 
存在，则 (0)f  存在 

【    】 

【答案】 应选(D). 

【分析】 本题为极限的逆问题，已知某极限存在的情况下，需要利用极限的四则运算等进行分析讨论。 

【详解】(A),(B)两项中分母的极限为 0，因此分子的极限也必须为 0，均可推导出 f(0)=0. 

若
0

( )
lim
x

f x

x
存在，则

0 0

( ) (0) ( )
(0) 0, (0) lim lim 0

0x x

f x f f x
f f

x x 


   


，可见(C)也正确，故应选(D). 事实上，可举反

例： ( )f x x 在 x=0 处连续，且 

0

( ) ( )
lim
x

f x f x

x

 
=

0
lim 0
x

x x

x

 
 存在，但 ( )f x x 在 x=0 处不可导 . 

特训题 96、曲线
1

ln(1 )xy e
x

   ，渐近线的条数为 

(A)  0.         (B) 1.        (C) 2.        (D) 3.              【    】 

【答案】 应选(D). 

【分析】 先找出无定义点，确定其是否为对应垂直渐近线；再考虑水平或斜渐近线。 

【详解】 因为
0

1
lim[ ln(1 )]x

x
e

x
   ，所以 0x  为垂直渐近线； 

又 
1

lim[ ln(1 )] 0x

x
e

x
   ，所以 y=0 为水平渐近线； 

进一步，
2

1 ln(1 ) ln(1 )
lim lim[ ] lim

x x

x x x

y e e

x x x x  

 
   = lim 1

1

x

xx

e

e



， 

        
1

l i m [ 1 ] l i m [ l n (1 ) ]x

x x
y x e x

x 
      = lim[ln(1 ) ]x

x
e x


   

            = lim[ln (1 ) ] lim ln(1 ) 0x x x

x x
e e x e 

 
     ， 

于是有斜渐近线：y = x.   故应选(D). 

特训题 97、

3 2

3

1
lim (sin cos )

2xx

x x
x x

x

 



=                . 

【答案】 应填 0. 

【详解】 因为

3 2

3

1
lim 0

2xx

x x

x

 



，而 sinx+cosx 有界，故 
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3 2

3

1
lim (sin cos )

2xx

x x
x x

x

 



=0. 

特训题 98、设函数
1

,
2 3

y
x




则 ( ) (0)ny =             . 

【答案】 应填
1 2

( 1) !( ) .
3 3

n nn  

【详解】 
1(2 3) ,y x     

2 2 31 2 ( 2 3 ) , 1 ( 2 ) 2 ( 2 3 )y x y x             

 一般地，    
( ) 1( 1) ! 2 ( 2 3 )n n n ny n x      ， 

从而         
( ) (0)ny =

1 2
( 1) !( ) .

3 3

n nn  

特训题 99、设函数 y = y(x)由方程 0ln  yxyy 确定, 试判断曲线 y = y(x)在点(1, 1)附近的凹凸性.  

【分析】 由凹凸性判别方法和隐函数的求导即得. 

【详解 1】在 0ln  yxyy 两边对 x 求导得 

                      012ln  yyy  

解得                  
2ln

1




y
y    

两边对 x 再求导得      
2)2( l n

1






y

y
y

y
3)2( l n

1




yy
 .  

将 x=1,  y =1 代入得    
8

1
y                             

由于二阶导函数 y  在 x=1 的附近是连续函数, 所以由
8

1
y , 可知在 x=1 的附近有 y  <0,  故曲线 y = y(x)在点(1, 

1)附近是凸的.                   

【详解 2】 在 0ln  yxyy 两边对 x 求导得 

                      012ln  yyy                   

两边对 x 再求导得      02
1

ln  yy
y

yyy           

将 x=1,  y =1 代入得上两式得 
2

1
y ,    

8

1
y              

由于二阶导函数 y  在 x=1 的附近是连续函数, 所以由
8

1
y , 可知在 x=1 的附近有 y  <0, 故曲线 y = y(x)在点(1, 1)附

近是凸的. 

【详解 3】 将 x 看作 y 的函数, 在 0ln  yxyy 两边对 y 求导得 

                      
1

l n 1 l n 2x y y y
y

       
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两边再对 y 求导得       
1

x
y

    

将 x=1,  y =1 代入得式得 1x  .  因为二阶导函数 x在 y=1 的附近是连续函数, 所以由 1x  可知在 y=1 的附近有

x>0, 由此可知曲线 x = x (y)在点(1, 1)附近是凹的, 故曲线 y = y(x)在点(1, 1)附近是凸的. 

 

特训题 100、设函数 f(x), g(x)在[a, b]上连续，在(a, b)内具有二阶导数且存在相等的最大值，f(a)=g(a), f(b)=g(b), 证明：存

在 ( , )a b  ，使得 ( ) ( ).f g    

【分析】需要证明的结论与导数有关，自然联想到用微分中值定理，事实上，若令 ( ) ( ) ( )F x f x g x  ，则问题转化为

证明 ( ) 0F   , 只需对 ( )F x 用罗尔定理，关键是找到 ( )F x 的端点函数值相等的区间(特别是两个一阶导数同时为零的

点)，而利用 F(a)=F(b)=0, 若能再找一点 ( , )c a b ，使得 ( ) 0F c  ，则在区间[ , ],[ , ]a c c b 上两次利用罗尔定理有一阶导

函数相等的两点，再对 ( )F x 用罗尔定理即可。 

【证明】构造辅助函数 ( ) ( ) ( )F x f x g x  ，由题设有 F(a)=F(b)=0. 又 f(x), g(x)在(a, b)内具有相等的最大值, 不妨设存

在 21 xx  , ),(, 21 baxx  使得 

1 2
[ , ] [ , ]

( ) max ( ), ( ) max ( )
a b a b

f x M f x g x M g x    ， 

若 21 xx  ，令 1xc  , 则 ( ) 0.F c   

若 21 xx  ，因 1 1 1 2 2 2( ) ( ) ( ) 0, ( ) ( ) ( ) 0F x f x g x F x f x g x      ，从而存在 

1 2[ , ] ( , )c x x a b  ，使 ( ) 0.F c    

在区间[ , ],[ , ]a c c b 上分别利用罗尔定理知，存在 1 2( , ), ( , )a c c b   ，使得 

1 2( ) ( ) 0F F    .  

再对 ( )F x 在区间 1 2[ , ]  上应用罗尔定理，知存在 1 2( , ) ( , )a b    ，有 

( ) 0F   ， 即  ( ) ( ) .f g    


